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1 从 Newton 引力到 Laplace 方程

设质量 m 位于 y → R3，单位质点位于 x "= y，取引力常数为 1。则单位质点受到的
引力场为

ωgy(x) = m
y − x

|y − x|3 ,

其方向指向 y，大小为 m/|x− y|2。

若有有限个质点 (mj, yj)，由叠加原理，

ωg(x) =
∑

j

mj
yj − x

|yj − x|3 .

设质量以密度 ε ≥ 0 分布在有限区域中。连续分布时，

ωg(x) =

∫

R3

ε(y)
y − x

|y − x|3 dy,

这就是引力场。形式计算可知，引力场为保守场：

∇× ωg =

(
∂g3

∂x2
− ∂g2

∂x3
,
∂g1

∂x3
− ∂g3

∂x1
,
∂g2

∂x1
− ∂g1

∂x2

)
= (0, 0, 0).

因此存在 Newton 势
U(x) =

∫

R3

ε(y)

|x− y| dy, ∇U = ωg.

例 1. 位于原点的点源产生的牛顿势为（物理意义：从 x 点移到无穷远所作的功）

u(x) = −
∫ x

∞

ωx

|ωx|3 · dωx = −
∫ |x|

+∞

dr
r2

=
1

r

∣∣∣∣
|x|

+∞
=

1

|x| .

0

x

另一方面，引力场 ωg 通过任意闭合曲面 S = ∂Ω 的通量为
∮

∂Ω

ωg · ωn dS = −4πMΩ = −4π

∫

Ω

ε(x) dx. (1)

这就是高斯定律。
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例 2. 点质量 m 位于原点，它产生的引力场为

ωg(x) = −m
x

|x|3 .

在球面 ∂Br 上，ωn = x/|x|，故
∫

∂Br

ωg · ωn dS =

∫

∂Br

− m

|x|2 dS = −4πm.

由散度定理， ∫

∂Ω

ωg · ωn dS =

∫

Ω

divωg dx. (2)

比较 (1) 与 (2)，得到
divωg = −4πε.

代入 ωg = ∇U，得到
∆U = −4πε. （Laplace 方程）

相应的 Dirichlet 问题为
⎧
⎨

⎩
∆u = −4πε, in Ω,

u = φ, on ∂Ω.

其中，ε(x) 表示内部质量密度分布，φ(x) 表示在表面测得的势能。

2 基本解

设 u → Cm(Ω)，定义

∆u =
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

.

若 u 满足 ∆u = 0，则称 u 为调和函数。

寻找径向解
Γ(x) = u(r), r = |x|.

则
∆u = u′′(r) +

n− 1

r
u′(r) = 0.

事实上，

r = |x|, ∂r

∂xi
=

xi

r
,

并且

∂u

∂xi
= u′(r)

∂r

∂xi
= u′(r)

xi

r
,
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∂2u

∂x2
i

= u′′(r)
x2
i

r2
+ u′(r)

(
1

r
− x2

i

r3

)
.

所以

∆u =
n∑

i=1

∂2u

∂x2
i

= u′′(r)

∑n
i=1 x

2
i

r2
+ u′(r)

(
n

r
−
∑n

i=1 x
2
i

r3

)

= u′′(r) +
n− 1

r
u′(r).

乘以 rn−1，得到 (
rn−1u′(r)

)′
= 0.

于是
u′(r) = Cr1−n.

当 n ≥ 3 时，积分得到
u(r) = Ar2−n +B.

设 u 在无穷远处趋于 0，取 B = 0。再作归一化

1 = −
∫

∂Br

∂u

∂n
dS.

直接计算得

−
∫

∂Br

∂u

∂n
dS = −A(2− n)

∫

∂Br

r1−n dS

= (n− 2)A |Sn−1|.

因此
A =

1

(n− 2)ωn
, ωn := |Sn−1|.

所以 −∆ 的基本解为

Γn(x) =

⎧
⎪⎪⎨

⎪⎪⎩

− 1

2π
log |x|, n = 2,

1

(n− 2)ωn
|x|2−n, n ≥ 3.
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3 Dirichlet Green 函数与表示公式

定义. 固定 x → Ω。若 G(x, ·) 满足
⎧
⎨

⎩
−∆yG(x, y) = δx(y), y → Ω,

G(x, y) = 0, y → ∂Ω,

则称 G 为 Ω 的 Dirichlet Green 函数。它可写成

G(x, y) = Γn(x− y)−Hx(y),

其中 Hx 关于 y 调和，并且在边界上等于 Γn(x− y)。

例 3（球域的 Green 函数）. 当 x "= 0 时，令

x∗ =
R2

|x|2x.

则

GR(x, y) = Γn(x− y)− Γn

(
|x|
R

(x∗ − y)

)
.

因为
|x∗|
R

=
R

|x| ,

由两个三角形相似可得，在 y → ∂BR 时，

|y − x|
|x∗ − y| =

|x|
R

.

0

x

x∗

y

定理 1 (Green 表示公式). 若 u → C2(Ω) ∩ C1(Ω) 满足
⎧
⎨

⎩
−∆u = f, in Ω,

u = g, on ∂Ω,
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则

u(x) =

∫

Ω

G(x, y)f(y) dy −
∫

∂Ω

g(y)
∂G(x, y)

∂ny
dSy.

证明. 由第一次 Green 恒等式，
∫

Ω

∇u ·∇v dx =

∫

∂Ω

u
∂v

∂n
dS −

∫

Ω

u∆v dx.

从而得到第二次 Green 恒等式
∫

Ω

(u∆v − v∆u) dx =

∫

∂Ω

(
u
∂v

∂n
− v

∂u

∂n

)
dS.

在
Ωε = Ω \Bε(x)

上取 v = G(x, ·)，应用第二次 Green 恒等式。由于 G = 0 于 ∂Ω，且 ∆yG = 0 于 Ωε，有

−
∫

Ωε

G(x, y)∆yu dy =

∫

∂Ω

u(y)
∂G(x, y)

∂ny
dSy

−
∫

∂Bε(x)

(
u(y)

∂G(x, y)

∂ny
−G(x, y)

∂u

∂ny

)
dSy. (∗)

在 ∂Bε(x) 上，

G(x, y) = Γn(x− y) +O(1) =
1

(n− 2)ωn
ε2−n +O(1),

并且

−∂G(x, y)

∂ny
=

1

ωn
ε1−n +O(1).

因此

−
∫

∂Bε(x)

u(y)
∂G(x, y)

∂ny
dSy −→ u(x),

而 ∫

∂Bε(x)

G(x, y)
∂u

∂ny
dSy −→ 0.

令 ε → 0，再利用 −∆u = f 以及 u = g 于 ∂Ω，即得

u(x) =

∫

Ω

G(x, y)f(y) dy −
∫

∂Ω

g(y)
∂G(x, y)

∂ny
dSy.
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推论 1 (Poisson 积分公式). 设 g → C(∂BR)。Dirichlet 问题
⎧
⎨

⎩
∆u = 0, in BR,

u = g, on ∂BR

的唯一解为

u(x) =
R2 − |x|2

ωnR

∫

∂BR

g(y)

|x− y|n dSy.

证明. 代入 BR(0) 上的 Green 函数。记

x∗ =
R2

|x|2x.

由 Green 表示公式，

u(x) = −
∫

∂BR

g(y)

(
∂

∂ny
Γn(x− y)− ∂

∂ny
Γn

(
|x|
R

(x∗ − y)

))
dSy

= − 1

(n− 2)ωn

∫

∂BR

g(y)
n∑

i=1

(
∂

∂yi
|x− y|2−n yi

|y| −
∂

∂yi

(
|x|2−n

R2−n
|x∗ − y|2−n

)
yi
|y|

)
dSy

=
1

ωn

∫

∂BR

g(y)
n∑

i=1

(
yi − xi

|y − x|n
yi
|y| −

|x|2−n

R2−n

yi − x∗
i

|y − x∗|n
yi
|y|

)
dSy.

在 ∂BR 上，

|x− y| = |x|
R

|x∗ − y|.

再用 x∗ = R2x/|x|2，得到

u(x) =
1

ωn

∫

∂BR

g(y)
n∑

i=1

(
y2i − xiyi
|y − x|n|y| −

|x|2

R2

y2i − R2

|x|2xiyi

|y − x|n|y|

)
dSy

=
1

ωnR

∫

∂BR

g(y)

|y − x|n

[
|y|2 − x · y − |x|2

R2

(
|y|2 − R2

|x|2x · y
)]

dSy

=
R2 − |x|2

ωnR

∫

∂BR

g(y)

|y − x|n dSy.

作业

1. 证明 Green 函数的对称性：
G(x, z) = G(z, x).

2. 求上半空间的 Green 函数。
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第二讲：调和函数的均值性质、最大值原理与光滑性

2026 年 8 月 2 日

记号. 记
ωn = |Sn→1|, |BR| =

ωn

n
Rn.

以下用
ffl
表示平均积分。

回忆：Poisson 公式与均值公式

设 ∆u = 0 于 Ω 中，且 BR(x0) → Ω。由 Poisson 公式，

u(x) =
R2 − |x− x0|2

ωnR

ˆ
∂BR(x0)

u(y)

|x− y|n dSy.

令 x = x0，得到球面平均值公式

u(x0) =
1

ωnRn→1

ˆ
∂BR(x0)

u(y) dSy =

 
∂BR(x0)

u(y) dSy. (MVP1)

再对半径从 0 到 R 积分：
ˆ R

0
ωnr

n→1u(x0) dr =

ˆ R

0

ˆ
∂Br(x0)

u(y) dSy dr,

ωn

n
Rnu(x0) =

ˆ
BR(x0)

u(y) dy.

因此
u(x0) =

1

|BR|

ˆ
BR(x0)

u(y) dy =

 
BR(x0)

u(y) dy. (MVP2)

2.1 均值性质

定理 2.1（均值性质与调和性的等价性） 设 u ∈ C(Ω)。则下列条件等价：

(i) u ∈ C2(Ω) 且 ∆u = 0；

(ii) 对任意满足 BR(x) → Ω 的球，

u(x) =

 
∂BR(x)

u(y) dSy;

1
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(iii) 对任意满足 BR(x) → Ω 的球，

u(x) =

 
BR(x)

u(y) dy.

证明. 先证 (i) ⇒ (ii)。第一种方法直接使用 Poisson 公式。下面给出第二种方法。令

M(r) :=
1

ωnrn→1

ˆ
∂Br(x)

u(y) dSy =
1

ωn

ˆ
Sn−1

u(x+ rε) dSε.

则

M ′(r) =
1

ωn

ˆ
Sn−1

n∑

i=1

uxi(x+ rε)εi dSε

=
1

ωnrn→1

ˆ
∂Br(x)

∂u

∂ν
(y) dSy

=
1

ωnrn→1

ˆ
Br(x)

∆u(y) dy.

若 ∆u ≥ 0，则 M ′(r) ≥ 0，从而

u(x) = lim
r→0

M(r) ≤ M(R) =

 
∂BR(x)

u(y) dSy.

类似地，若 ∆u ≤ 0，则

u(x) ≥
 
∂BR(x)

u(y) dSy.

故当 ∆u = 0 时，球面平均值公式成立。

(ii) ⇒ (iii) 只需将球面平均值公式对半径积分，正如本讲开始处的计算。
最后证明 (iii) ⇒ (i)。取标准磨光核 ηε，满足

supp(ηε) → Bε(0),

ˆ
Bε(0)

ηε(x) dx = 1.

可取

η(x) =

⎧
⎪⎨

⎪⎩

C exp
(

1

|x|2 − 1

)
, |x| < 1,

0, |x| ≥ 1,
ηε(x) =

1

εn
η
(x
ε

)
,

其中 C > 0 使得
´
Rn η(x) dx = 1。

若 dist(x, ∂Ω) > ε，则 u ∗ ηε 光滑，并且由球体平均值性质，

(u ∗ ηε)(x) =
ˆ

u(y)ηε(x− y) dy =

ˆ
|y|≤ε

u(x+ y)ηε(y) dy

=

ˆ ε

0
rn→1ηε(r)

ˆ
Sn−1

u(x+ rε) dSε dr

=

ˆ ε

0
rn→1ηε(r) dr ωnu(x)

=

(ˆ
Bε(0)

ηε(y) dy
)
u(x) = u(x).
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因此 u 本身光滑。又对任意 Br(x) → Ω，
ˆ
Br(x)

∆u(y) dy =

ˆ
∂Br(x)

∂u

∂ν
dSy

= rn→1 ∂

∂r

ˆ
Sn−1

u(x+ rε) dSε

= rn→1 ∂

∂r

(
ωnu(x)

)
= 0.

于是
∆u(x) = lim

r→0

 
Br(x)

∆u(y) dy = 0.

!

2.2 极大值原理与唯一性

定理 2.2（强极大值原理） 设 Ω 连通，u ∈ C(Ω)，并满足次均值不等式

u(x) ≤
 
∂Br(x)

u dS 对每个Br(x) → Ω.

若 u 在 Ω 内达到最大值，则 u 为常数。

证明. 令
M = sup

Ω
u, E = {x ∈ Ω : u(x) = M}.

由连续性，E 在 Ω 中相对闭。若 x ∈ E 且 Br(x) → Ω，则

M = u(x) ≤
 
∂Br(x)

u dS ≤ M.

所以 u = M 于 ∂Br(x)。对每个 0 < s < r 重复同一论证，得到 u = M 于 Br(x)。故 E 也是
开集。由于 Ω 连通且 E 非空，必有 E = Ω。 !

推论 2.3（弱极大值原理） 若 Ω 有界，u ∈ C2(Ω) ⇐ C(Ω) 且 ∆u = 0，则

max
Ω

u = max
∂Ω

u, min
Ω

u = min
∂Ω

u.

若最大值或最小值在内点取得，则由强极大值原理，u 为常数。

推论 2.4（Dirichlet 问题的唯一性） 若 u, v ∈ C2(Ω) ⇐C(Ω) 均调和，且 u = v 于 ∂Ω，则
u = v 于 Ω。
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2.3 内估计、Liouville 定理与光滑性

定理 2.5（梯度内估计） 若 u 在 Br(x0) 中调和，则

|⇒u(x0)| ≤
Cn

r
sup

Br(x0)
|u|.

证明. 由球体平均值性质，

u(x0) =
1

|Br|

ˆ
Br(x0)

u(y) dy =
1

|Br|

ˆ
Br(0)

u(x0 + z) dz.

对 x0,i 求导，再用散度定理，得到

∂u

∂xi
(x0) =

1

|Br|

ˆ
Br(x0)

∂u

∂xi
(y) dy

=
1

|Br|

ˆ
∂Br(x0)

u(y)νi(y) dSy.

故 ∣∣∣∣
∂u

∂xi
(x0)

∣∣∣∣ ≤
|∂Br|
|Br|

sup
Br(x0)

|u| = n

r
sup

Br(x0)
|u|.

于是得到所述梯度估计。 !

定理 2.6（Liouville 定理） 若 u 在整个 Rn 上调和，并且有上界或有下界，则 u 为常数。

证明. 只证有下界的情形。令

m = inf
Rn

u, v = u−m ≥ 0.

任取 x1, x2 ∈ Rn，记 d = |x1 − x2|。由于

Br(x1) → Br+d(x2),

由球体平均值性质，

v(x1) =
1

|Br|

ˆ
Br(x1)

v ≤ 1

|Br|

ˆ
Br+d(x2)

v

=
|Br+d|
|Br|

v(x2) =

(
r + d

r

)n

v(x2).

令 r → ∞，得到 v(x1) ≤ v(x2)。交换两点可知 v(x1) = v(x2)，故 v 以及 u 均为常数。 !

定理 2.7（调和函数列的紧性） 设 {uk} 是 Ω 上的调和函数列，并且局部一致有界，即对每
个 K " Ω，

sup
k

‖uk‖L∞(K) < ∞.

则存在一个子列，在 Ω 的每个紧子集上一致收敛到一个调和函数。

证明. 取紧致集穷竭

K1 " intK2 " intK3 " · · · " Ω,
∞⋃

j=1

Kj = Ω,
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并令
dj = dist(Kj , ∂Kj+1) > 0.

在以 Kj 中各点为中心、半径 dj/2 的球上使用一阶内估计，并用 Kj+1 上的统一 L∞ 界控制
右端，可知 {uk} 在 Kj 上等度连续。由 Arzelà–Ascoli 定理和对角线法，可取一个子列局部一
致收敛到连续函数 u。

对任意 Br(x) → Ω，由球体平均值性质及局部一致收敛，

u(x) = lim
k→∞

uk(x) =

 
Br(x)

u(y) dy.

所以 u 满足球体平均值性质。由定理 2.1，u 调和。 !

2.4 次调和函数

定义 2.8 连续函数 v ∈ C(Ω) 称为次调和函数，若对每个球 B " Ω 以及每个

h ∈ C(B) ⇐ C2(B), ∆h = 0 于B,

只要 v ≤ h 于 ∂B，就有 v ≤ h 于 B。若 −v 次调和，则称 v 为超调和函数。

取边值 v|∂Br(x) 的 Poisson 延拓 h。由次调和性，

v(x) ≤ h(x) =

 
∂Br(x)

v dS, Br(x) → Ω. (次平均不等式)

当 v ∈ C2(Ω) 时，
v 次调和 ⇐⇒ ∆v ≥ 0.

确实，若 ∆v ≥ 0，且 h 如定义所述，则 v − h 满足

∆(v − h) ≥ 0 于B, v − h ≤ 0 于∂B.

由极大值原理，v − h 不可能在球内取得正的最大值，因此 v ≤ h 于 B。

反过来，若 v 次调和，则由次平均不等式，

0 ≤
 
∂Br(x)

v dS − v(x).

将球面平均在 r = 0 处展开：

1

ωn

ˆ
Sn−1

v(x+ rε) dSε =
1

ωn

ˆ
Sn−1

⎛

⎝v(x) + r
∑

i

vi(x)εi +
r2

2

∑

i,j

vij(x)εiεj + o(r2)

⎞

⎠ dSε.

由对称性， ˆ
Sn−1

εi dSε = 0,

ˆ
Sn−1

εiεj dSε =
δij
n
ωn.

因此  
∂Br(x)

v dS − v(x) =
r2

2n
∆v(x) + o(r2).

结合左端非负，令 r → 0，得到 ∆v(x) ≥ 0。



第三讲：Perron 方法

2026 年 8 月

基本设定. 本讲中，Ω → Rn 始终表示有界区域，ϕ ∈ C(εΩ)。所谓区域是指连通开集。若
B ! Ω，则 B 表示闭包紧含于 Ω 的球。

3.1 次调和函数

定义 (次调和函数). 设 v ∈ C(Ω)。若对任意球 B ! Ω 以及任意 h ∈ C(B)↓C2(B)，只要

∆h = 0 在B, v ≤ h 在εB,

就有
v ≤ h 在B,

则称 v 在 Ω 中是次调和函数。若 −v 是次调和函数，则称 v 是超调和函数。
当 v ∈ C2(Ω) 时，上述定义等价于 ∆v ≥ 0；相应地，超调和等价于 ∆v ≤ 0。

引理 3.1 (次调和函数的基本性质). 设 v, w ∈ C(Ω) 都是次调和函数，则有：

(1) v + w 是次调和函数；对任意 a ≥ 0，av 也是次调和函数。

(2) max{v, w} 是次调和函数。

(3) 若 v + w 在 Ω 中有上界，并且

lim sup
Ω→x→ξ

(v + w)(x) ≤ 0, ξ ∈ εΩ,

则 v + w ≤ 0 于 Ω。

(4) 设 D ! Ω 是开集，q 在 D 中次调和，并且

lim sup
D→x→ξ

q(x) ≤ v(ξ), ξ ∈ εD.

定义

V (x) =

⎧
⎨

⎩
max{v(x), q(x)}, x ∈ D,

v(x), x ∈ Ω \D.

则 V ∈ C(Ω)，并且 V 是次调和函数。

1
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证明. (1) 和函数. 取任意球 B ! Ω，设 h 在 B 中调和，并且 v + w ≤ h 于 εB。令 hv

是球 B 上边值为 v 的调和函数，即

∆hv = 0 在B, hv = v 在εB.

由于 v 次调和，v ≤ hv 于 B。在 εB 上，

w ≤ h− v = h− hv.

函数 h− hv 调和，而 w 次调和，故 w ≤ h− hv 于 B。因此

v + w ≤ hv + w ≤ h 在B.

这就证明了 v + w 次调和。av 的结论直接由定义得到。

(2) 若 max{v, w} ≤ h 于 εB，则分别有 v ≤ h 和 w ≤ h 于 εB。由次调和性，二者
在 B 中仍成立，所以 max{v, w} ≤ h 于 B。

(3) 记 s = v + w。由 (1)，s 次调和。反设 A := supΩ s > 0。由边界上的 lim sup 条
件和 εΩ 的紧性，可以找到紧集 K ! Ω，使得

s(x) <
A

2
(x ∈ Ω \K).

于是 s 在 K 上取得其正的最大值 A。次调和函数的强极值原理说明，s 必须在 Ω 中为常
数，这与边界上的 lim sup s ≤ 0 矛盾。因此 s ≤ 0。

(4) 先说明连续性。对任意 ξ ∈ εD，因为 V ≥ v，且

lim sup
D→x→ξ

V (x) ≤ max
{
v(ξ), lim sup

D→x→ξ
q(x)

}
≤ v(ξ),

所以 V (x) → v(ξ)。故 V ∈ C(Ω)。
下面验证次调和性。取球 B ! Ω 和调和函数 h，假设 V ≤ h 于 εB。由于 v ≤ V 于

εB，由 v 的次调和性可得 v ≤ h 于 B。
考虑 G = B ↓D 的任一连通分支。在 εB ↓D 上，q ≤ V ≤ h；在 B ↓ εD 上，

lim sup
D→x→ξ

q(x) ≤ v(ξ) ≤ h(ξ).

因此 q − h 在 G 中是有上界的次调和函数，并且在 εG 上的上极限不超过零。由 (3)，
q ≤ h 于 G。结合 v ≤ h，得到 V = max{v, q} ≤ h 于 B ↓D；在 B \D 中，V = v ≤ h。
故 V ≤ h 于整个 B，从而 V 次调和。

3.2 Perron 类与调和提升
定义 3.2 (Perron 类). 给定 ϕ ∈ C(εΩ)，定义

Sε :=

⎧
⎨

⎩v ∈ C(Ω) :
v 在Ω 中次调和且有上界,

lim sup
Ω→x→ξ

v(x) ≤ ϕ(ξ), ξ ∈ εΩ

⎫
⎬

⎭ .

Perron 函数定义为
u(x) := sup

v∈Sϕ

v(x), x ∈ Ω. (1)

2
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Ω
B

D
B ↓D

图 1: 拼接引理中的区域关系。比较 q 与 h 时，需要分别检查 εB ↓D 和 B ↓ εD 上的边
界上极限。

引理 3.3 (Perron 函数的有界性). 令

m := min
∂Ω

ϕ, M := max
∂Ω

ϕ.

则 Sε (= ∅，并且
m ≤ u(x) ≤ M, x ∈ Ω.

特别地，(1) 定义了一个有限实值函数。

证明. 常函数 m 是次调和函数，并且 m ≤ ϕ 于 εΩ，故 m ∈ Sε，从而 u ≥ m。
另一方面，任取 v ∈ Sε。函数 v −M 次调和、有上界，并且

lim sup
Ω→x→ξ

(v −M)(x) ≤ ϕ(ξ)−M ≤ 0.

由引理 3.1(3)，v ≤ M 于 Ω。再对 v ∈ Sε 取上确界，得到 u ≤ M。

定义 3.4 (调和提升). 设 v在 Ω中次调和，B = Br(x0) ! Ω。令 HB
v 是球 B 上的 Dirichlet

问题
∆HB

v = 0 在B, HB
v = v 在εB

的 Poisson 解。定义

vB(x) :=

⎧
⎨

⎩
HB

v (x), x ∈ B,

v(x), x ∈ Ω \B.

称 vB 为 v 在球 B 上的调和提升。

引理 3.5 (调和提升的性质). 设 v ∈ Sε，B ! Ω 是球，则：

(1) vB ∈ C(Ω)；

(2) vB 在 Ω 中次调和；

(3) vB ≥ v 于 Ω；

(4) vB ∈ Sε。

3
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证明. 由于 HB
v = v 于 εB，分片定义在 εB 两侧相容，所以 vB ∈ C(Ω)。

由 v 的次调和性以及 HB
v = v 于 εB，有 v ≤ HB

v 于 B，这给出 (3)。把引理 3.1(4)
用于 D = B、q = HB

v ，便得到 vB 次调和，即 (2)。
最后，B ! Ω，所以 vB 在 εΩ附近与 v 完全相同，边界上极限条件不变。同时，由调

和函数的最大值原理，HB
v 的上界由 v|∂B 的上界控制，故 vB 仍有上界。因此 vB ∈ Sε。

3.3 Perron 函数在内部调和
定理 3.6 (Perron 函数的内部调和性). 由 (1) 定义的 Perron 函数 u 在 Ω 中调和。

证明. 固定 x0 ∈ Ω，取球 B = Br(x0) ! Ω。我们证明 u 在 B 中调和。

第一步：选取在 x0 处逼近上确界的序列。由 u(x0) 的定义，可以选取 vj ∈ Sε，使得

vj(x0) −→ u(x0).

令
ṽj := max{vj,m}, m = min

∂Ω
ϕ.

由引理 3.1(2)，ṽj ∈ Sε，并且仍有 ṽj(x0) → u(x0)。此外

m ≤ ṽj ≤ u ≤ M.

第二步：在 B 上作调和提升。令
hj := ṽB

j .

由引理 3.5，hj ∈ Sε，且 hj ≥ ṽj。因此

ṽj(x0) ≤ hj(x0) ≤ u(x0),

从而
hj(x0) −→ u(x0). (2)

同时，hj 在 B 中调和，并且 m ≤ hj ≤ M。

第三步：取调和极限。由调和函数列紧性，取一子列（仍记为 hj），使得

hj −→ V 在B 的紧子集上一致收敛,

其中 V 在 B 中调和。因为 hj ∈ Sε，所以 hj ≤ u；令 j → ∞ 得

V ≤ u 在B.

由 (2)，
V (x0) = u(x0). (3)

第四步：证明 V = u 于 B。反设存在 z ∈ B 使得 V (z) < u(z)。由 u(z) 是 Sε 中函数值
的上确界，可以找到 q ∈ Sε，使得

V (z) < q(z) ≤ u(z). (4)
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定义
gj := max{q, hj}.

由引理 3.1(2)，gj ∈ Sε。再令
kj := gB

j

为 gj 在 B 上的调和提升。由引理 3.5，

kj ∈ Sε, kj ≥ gj ≥ hj 在B.

函数列 {kj} 在 B 中调和，并且仍满足 m ≤ kj ≤ M。再取一子列，使 kj → W 在 B 的
紧子集上一致收敛，其中 W 调和。由 kj ≥ hj 得 W ≥ V。另一方面，

u(x0) ≥ kj(x0) ≥ hj(x0) −→ u(x0),

所以结合 (3)，
W (x0) = V (x0).

于是 W − V 是 B 中非负的调和函数，并在内点 x0 取到最小值零。由强极值原理，

W ≡ V 在B. (5)

然而，由 hj(z) → V (z) < q(z)，当 j 足够大时，gj(z) = q(z)，故

kj(z) ≥ gj(z) = q(z).

令 j → ∞，得到
W (z) ≥ q(z) > V (z),

这与 (5) 矛盾。因此 V = u 于 B，从而 u 在 B 中调和。由于 x0 任意，u 在整个 Ω 中调
和。

x

函数值

u = supv∈Sϕ
v

在内球上作调和提升

图 2: Perron 方法的示意：取次调和候选函数的上包络，并在内球上反复作调和提升。
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3.4 屏障函数与边界取值

内部调和性本身并不能保证 Perron 函数在边界上取得给定值。边界正则性由屏障函
数控制。

定义 3.7 (屏障函数). 设 ξ ∈ εΩ。若存在 wξ ∈ C(Ω) ↓ C2(Ω)，满足

∆wξ ≤ 0 在Ω, wξ(ξ) = 0, wξ(x) > 0 (x ∈ Ω \ {ξ}),

则称 wξ 是 Ω 在边界点 ξ 处的屏障函数。

定理 3.8 (边界连续性与 Dirichlet问题的可解性). 假设 εΩ的每一点都存在屏障函数，并
且 ϕ ∈ C(εΩ)。令 u 为 Perron 函数。则

lim
Ω→x→ξ

u(x) = ϕ(ξ), ξ ∈ εΩ.

因此，把 u 在边界上定义为 u = ϕ，便有 u ∈ C(Ω) ↓ C∞(Ω)，并且它是 Dirichlet 问题
⎧
⎨

⎩
∆u = 0, x ∈ Ω,

u = ϕ, x ∈ εΩ

的唯一解。

证明. 固定 ξ ∈ εΩ和 ε > 0。由 ϕ在 εΩ上连续，可取并在必要时缩小 δ > 0（使 Fδ (= ∅），
使得

|ϕ(x)− ϕ(ξ)| < ε, x ∈ εΩ, |x− ξ| < δ. (6)

令
Nδ := {x ∈ εΩ : |x− ξ| < δ}, Fδ := εΩ \Nδ.

取 ξ 处的屏障函数 w = wξ。由于 Fδ 是不含 ξ 的紧集，

mδ := min
x∈Fδ

w(x) > 0.

再记

M := max
∂Ω

|ϕ|, A :=
2(M + ε)

mδ
> 0,

并定义
uε(x) := ϕ(ξ) + ε+ Aw(x), uε(x) := ϕ(ξ)− ε− Aw(x). (7)

因为 ∆w ≤ 0，所以 uε 超调和，uε 次调和。
先检查边界不等式。若 x ∈ Nδ，由 (6)，

uε(x) ≥ ϕ(ξ) + ε ≥ ϕ(x), uε(x) ≤ ϕ(ξ)− ε ≤ ϕ(x).

若 x ∈ Fδ，则 Aw(x) ≥ 2(M + ε)，从而

uε(x) ≥ −M + ε+ 2(M + ε) = M + 3ε ≥ ϕ(x),

uε(x) ≤ M − ε− 2(M + ε) = −M − 3ε ≤ ϕ(x).

6
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故在整个 εΩ 上，
uε ≤ ϕ ≤ uε. (8)

由 (8)，uε 属于 Sε，所以
uε ≤ u 在Ω. (9)

下面证明 u ≤ uε。任取 v ∈ Sε。由于 −uε 次调和，引理 3.1(1) 表明 v − uε 次调和；
它有上界，并且由 (8)，

lim sup
Ω→x→x0

(
v(x)− uε(x)

)
≤ ϕ(x0)− uε(x0) ≤ 0, x0 ∈ εΩ.

由引理 3.1(3)，v ≤ uε 于 Ω。对所有 v ∈ Sε 取上确界，得到

u ≤ uε 在Ω. (10)

综合 (9) 和 (10)，

ϕ(ξ)− ε− Aw(x) ≤ u(x) ≤ ϕ(ξ) + ε+ Aw(x).

令 Ω + x → ξ。由 w(x) → w(ξ) = 0，

ϕ(ξ)− ε ≤ lim inf
x→ξ

u(x) ≤ lim sup
x→ξ

u(x) ≤ ϕ(ξ) + ε.

再令 ε ↓ 0，即得 limx→ξ u(x) = ϕ(ξ)。
最后，内部调和性来自定理 3.6。若 u1, u2 是两个连续到边界的解，则 u1 − u2 调和

且在边界为零；由最大值原理，u1 − u2 ≡ 0。故解唯一。

7
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基本设定. 设 Ω → R3 为有界区域，x0 ∈ ∂Ω。平移后可设 x0 = 0。本讲只证明 Wiener 准
则的充分性。

4.1 容量和平衡势

定义 4.1 (Newton 容量). 对紧集 K → R3，定义

cap(K) := inf
{∫

R3

|∇ε|2 dx : ε ∈ C→
c (R3), ε ≥ 1 于K 的一个邻域

}
.

若一个性质除去容量为零的集合后成立，则称它拟处处成立。

命题 4.2 (容量的基本性质). 对紧集 K,L → R3 及 t > 0，有

(1) 若 K → L，则 cap(K) ≤ cap(L)；

(2) cap(x0 + tK) = t cap(K)；

(3) cap(Br(x0)) = 4πr。

证明. 单调性来自允许测试函数的包含关系。下面证明缩放性质。令

ψ(z) = ε(x0 + tz), x = x0 + tz.

则
|∇zψ|2 = t2|∇xε|2, dz = t−3 dx,

因此 ∫

R3

|∇zψ|2 dz =
1

t

∫

R3

|∇xε|2 dx.

取下确界即得 cap(x0 + tK) = t cap(K)。
最后计算球的容量。考虑外部 Dirichlet 问题

⎧
⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩

∆p = 0, |x− x0| > r,

p = 1, |x− x0| = r,

lim
|x|→→

p(x) = 0.

1
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径向解为
p(x) =

r

|x− x0|
, |x− x0| > r.

于是 ∫

|x−x0|>r

∣∣∣∣∇
r

|x− x0|

∣∣∣∣
2

dx = 4πr2
∫ →

r

ds

s2
= 4πr.

由标准截断逼近和 Dirichlet 原理，得到

cap(Br(x0)) = 4πr.

命题 4.3 (平衡测度与平衡势). 对每个紧集 K → R3，存在正测度 µK，称为 K 的平衡测
度，使得

µK(K) = cap(K),

并且
pK(x) :=

1

4π

∫

K

1

|x− y| dµK(y)

满足
0 ≤ pK ≤ 1,

且 pK 在 R3 \K 中调和，在无穷远趋于 0，并且

pK = 1 拟处处于K.

称 pK 为 K 的平衡势。
若 v ≥ 0 在 R3 \K 中超调和，在无穷远的下极限非负，并且 v ≥ 1 拟处处于 K，则

v ≥ pK .

等价地，若 h ≥ 0 在 R3 \K 中次调和，在无穷远趋于 0，并且 h ≤ 1 拟处处于 K 且在
K 附近有统一上界，则

h ≤ pK .

注记 4.4. 本讲不展开平衡势和平衡测度的存在性证明，只使用上面的性质。

引理 4.5 (远近估计). 若 x /∈ K，则

cap(K)

4π supy∈K |x− y| ≤ pK(x) ≤
cap(K)

4π dist(x,K)
.

证明. 由平衡势的积分表达式和 µK(K) = cap(K)，有

1

supy∈K |x− y| ≤
1

|x− y| ≤
1

dist(x,K)
.

两边对 dµK(y) 积分，即得结论。
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4.2 局部补集的平衡势推出正则性

对 ϕ ∈ C(∂Ω)，记 u 为相应的 Perron 解。

定义 4.6 (正则边界点). 称 x0 为正则边界点，若对每个 ϕ ∈ C(∂Ω) 都有

lim
Ω%x→x0

u(x) = ϕ(x0).

对 s > 0，记
Es := Ωc ∩ Bs(0).

引理 4.7 (平衡势判据). 若对每个 s > 0 都有

lim
Ω%x→0

pEs(x) = 1,

则 0 是 Ω 的正则边界点。

证明. 固定 ϕ ∈ C(∂Ω)，记
M = max

∂Ω
|ϕ|.

给定 ε > 0。由 ϕ 在 0 处连续，可取 R > 0，使得

|ϕ(φ)− ϕ(0)| < ε, φ ∈ ∂Ω ∩BR/2(0). (1)

令
K := ER/8, b := 1− pK .

函数 b 在 Ω 中非负调和。若 |x| ≥ R/2，则对 y ∈ K 有

|x− y| ≥ 3R

8
, cap(K) ≤ cap(BR/8) =

4πR

8
.

由引理 4.5 得
pK(x) ≤

1

3
, b(x) ≥ 2

3
. (2)

定义
w = ϕ(0) + ε+ 3Mb, w = ϕ(0)− ε− 3Mb.

在 ∂Ω ∩ BR/2(0) 上，由 (1) 有
w ≤ ϕ ≤ w.

在其余边界点上，由(2) 及 |ϕ(0)| ≤ M 仍有

w ≤ −M ≤ ϕ ≤ M ≤ w.

由 Perron 比较原理得到

ϕ(0)− ε− 3M(1− pK(x)) ≤ u(x) ≤ ϕ(0) + ε+ 3M(1− pK(x)).

由于假设 pK(x) → 1，故
lim sup
Ω%x→0

|u(x)− ϕ(0)| ≤ ε.

令 ε→ 0，得
lim

Ω%x→0
u(x) = ϕ(0).

因此 0 是正则边界点。
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4.3 Wiener 准则的充分性：二进环带的四尺度衰减
这一段把手写稿中任意比例 λ 的证明，改成固定二进环带的证明。令

rk := 2−k, Ak := Ωc ∩ {rk+1 ≤ |x| ≤ rk}, γk := cap(Ak).

在三维中 cap 的量纲是长度，所以 Wiener 级数写成
→∑

k=0

2kγk.

引理 4.8 (二进环带的四尺度衰减). 固定 r > 0，令

q(x) := 1− pEr(x), Er = Ωc ∩ Br(0).

若 k ≥ 2 且 rk−2 < r，记
Mj := sup

Ω∩Brj

q.

则存在一个绝对常数 c0 > 0，例如
c0 =

7

60π
,

使得
Mk+2 ≤

(
1− c0 2

kγk
)
Mk−2.

这里所谓 “四尺度”，就是用外球 Brk−2
、中间环带 Ak 和内球 Brk+2

做一次衰减。

证明. 若 γk = 0，结论显然。下面设 γk > 0。令

pk := pAk
, sk := sup

∂Brk−2

pk.

由远近估计，引理 4.5，在 ∂Brk−2
上有

sk ≤
γk

4π(rk−2 − rk)
=

γk
12πrk

.

另一方面，若 |x| ≤ rk+2 且 y ∈ Ak，则

|x− y| ≤ rk+2 + rk =
5

4
rk.

所以仍由引理 4.5，得到

pk(x) ≥
γk

4π(rk + rk+2)
=

γk
5πrk

, |x| ≤ rk+2. (1)

在区域 Ω ∩ Brk−2
中比较 q 与

V (x) := Mk−2
1− pk(x)

1− sk
.
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因为 Ak → Er，在 Ak 上有 q = 0 拟处处，而 pk = 1 拟处处。在 ∂Brk−2
上，由 pk ≤ sk

得 V ≥ Mk−2 ≥ q。在其余属于 ∂Ω 的边界部分上，由 rk−2 < r，这些点都属于 Er，故
q = 0 拟处处，而 V ≥ 0。因此由比较原理，

q ≤ V in Ω ∩Brk−2
.

于是由 (1) 得，在 Ω ∩ Brk+2
上

q(x) ≤ Mk−2
1− γk/(5πrk)

1− γk/(12πrk)
.

注意到 γk ≤ cap(Brk) = 4πrk，故 γk/(12πrk) ≤ 1/3。又

1− γk/(5πrk)

1− γk/(12πrk)
= 1− γk/(5πrk)− γk/(12πrk)

1− γk/(12πrk)
≤ 1− 7γk

60πrk
.

由于 rk = 2−k，即得

Mk+2 ≤
(
1− 7

60π
2kγk

)
Mk−2.

定理 4.9 (Wiener 准则的充分性，二进形式). 若
→∑

k=0

2kγk = ∞,

则 0 是 Ω 的正则边界点。

证明. 由引理 4.7，只需证明：对每个 r > 0，

pEr(x) → 1, Ω * x → 0.

固定 r > 0，仍记
q = 1− pEr , Mj = sup

Ω∩Brj

q.

则 0 ≤ q ≤ 1，所以 0 ≤ Mj ≤ 1。
由级数发散，四个子级数中至少有一个发散。也就是说，存在 j ∈ {0, 1, 2, 3}，使得

→∑

i=0

2j+4iγj+4i = ∞. (2)

取 i0 充分大，使得
rj+4i0−2 < r.

对 k = j + 4i 使用引理 4.8，得

Mj+4i+2 ≤
(
1− c02

j+4iγj+4i

)
Mj+4i−2, i ≥ i0.

迭代得到

Mj+4N+2 ≤ Mj+4i0−2

N∏

i=i0

(
1− c02

j+4iγj+4i

)
.
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第四讲：Wiener 准则的充分性 容量与平衡势

又因为
2kγk ≤ 2k cap(B2−k) = 4π,

而 c04π = 7/15 < 1，所有因子均为正。由 (2) 和 log(1− t) ≤ −t，上面的乘积趋于 0。因
此

Mj+4N+2 → 0.

现在令 x ∈ Ω 且 x → 0。只要 |x| < rj+4N+2，就有

0 ≤ q(x) ≤ Mj+4N+2.

令 N → ∞，得
q(x) = 1− pEr(x) → 0,

即
pEr(x) → 1, Ω * x → 0.

由引理 4.7，0 是正则边界点。

0
rk−2 = 4rk

rk
rk+1

rk+2 = rk/4

Ak

外尺度：Brk−2
；

障碍环带：Ak；
内尺度：Brk+2

。

一次衰减跨四个二进尺度

图 1: 二进环带的四尺度衰减。环带 Ak 位于 rk+1 ≤ |x| ≤ rk，它使 1− pEr 从外球 Brk−2

到内球 Brk+2
衰减一个因子。
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第五讲：牛顿位势的二阶估计

2026 年 8 月

5.1 牛顿位势的二阶估计
记

ωn = |Sn→1|, Γ(x) =
1

(n→ 2)ωn
|x|2→n, n ≥ 3.

于是
→∆Γ = δ0

在分布意义下成立。设 Ω ⊂ Rn 为有界区域，f ∈ L∞(Ω)，定义 Newton 位势

N(x) = Nf (x) :=

∫

Ω

Γ(x→ y)f(y) dy.

定义 5.1 (Hölder 半范数). 对 0 < α ≤ 1 以及集合 E ⊂ Rn，记

[f ]α;E := sup
x,y∈E
x $=y

|f(x)→ f(y)|
|x→ y|α .

若只要求这个估计在 x0 的一个邻域内成立，则称 f 在 x0 处满足 Hölder 条件。

本讲最后的二阶 Hölder估计取 0 < α < 1。端点 α = 1一般不能推出 D2N 为 Lipschitz
连续；证明中相应的远区积分会出现 δ log(1/δ)。

引理 5.2 (核函数的导数与可积性). 对 z &= 0，有

∂iΓ(z) = → 1

ωn

zi
|z|n ,

以及

∂ijΓ(z) =
1

ωn

(
nzizj
|z|n+2

→ δij
|z|n

)
.

因此
|Γ(z)| ≤ Cn|z|2→n, |∇Γ(z)| ≤ Cn|z|1→n,

|D2Γ(z)| ≤ Cn|z|→n, |D3Γ(z)| ≤ Cn|z|→n→1,

并且
∆Γ = 0 于Rn \ {0}.

特别地，Γ 和 ∇Γ 局部可积，而 D2Γ 的奇性恰好处于临界阶 |z|→n，不能绝对积分。

1



第五讲：牛顿位势的二阶估计 Newton 位势与 Hölder 估计

证明. 前两个公式由直接求导得到，其余估计随即成立。又对 β < n，
∫

BR

|z|→β dz = ωn

∫ R

0

rn→1→β dr =
ωn

n→ β
Rn→β < ∞.

取 β = n→ 2 和 β = n→ 1 即得 Γ 与 ∇Γ 的局部可积性。又由二阶导数的显式公式，

n∑

i,j=1

|∂ijΓ(z)|2 =
n(n→ 1)

ω2
n

|z|→2n.

因此 D2Γ 的大小恰好与 |z|→n 同阶，而当 β = n 时径向积分为
∫ R

0 r→1 dr = ∞，故 D2Γ 不
绝对可积。

定理 5.3 (位势和力场). 设 Ω ⊂ Rn 有界，f ∈ L∞(Ω)。则

N ∈ C1(Rn),

并且
∇N(x) =

1

ωn

∫

Ω

f(y)
y → x

|y → x|n dy.

右端是绝对收敛积分。

证明. 固定 x0 ∈ Rn 和 i ∈ {1, . . . , n}。我们证明

∂N

∂xi
(x0) =

1

ωn

∫

Ω

f(y)
yi → x0,i

|y → x0|n
dy.

固定 ρ > 0，取 0 < |h| < ρ/2。把差商与候选导数之差按 Bρ(x0) 的内外分开：

N(x0 + hei)→N(x0)

h
→

∫

Ω

f(y)∂iΓ(x0 → y) dy

=

∫

Ω\Bρ(x0)

f(y)

[
Γ(x0 + hei → y)→ Γ(x0 → y)

h
→ ∂iΓ(x0 → y)

]
dy

+

∫

Ω∩Bρ(x0)

f(y)

[
Γ(x0 + hei → y)→ Γ(x0 → y)

h
→ ∂iΓ(x0 → y)

]
dy

=: J1 + J2.

在远场 Ω \Bρ(x0) 上，若 0 ≤ t ≤ 1，则

|x0 + thei → y| ≥ ρ/2.

核函数在该区域光滑，且差商有一个与 h 无关的可积上界。由控制收敛定理，

lim
h→0

J1 = 0.

在近场中，对不属于线段 {x0 + thei : 0 ≤ t ≤ 1} 的 y，由微积分基本定理，

Γ(x0 + hei → y)→ Γ(x0 → y)

h
=

∫ 1

0

∂iΓ(x0 + thei → y) dt.

2



第五讲：牛顿位势的二阶估计 Newton 位势与 Hölder 估计

例外线段是零测集；下述估计表明右端关于 (t, y) 绝对可积，故可在积分中使用这个恒等
式。由引理 5.2，并利用 Bρ(x0) ⊂ B3ρ/2(x0 + thei)，有

∫

Ω∩Bρ(x0)

∣∣∣∣
Γ(x0 + hei → y)→ Γ(x0 → y)

h

∣∣∣∣ dy

≤ 1

ωn

∫ 1

0

∫

Bρ(x0)

|x0 + thei → y|1→n dy dt ≤ 3ρ

2
.

另一方面， ∫

Bρ(x0)

|∂iΓ(x0 → y)| dy ≤ 1

ωn

∫

Bρ(x0)

|x0 → y|1→n dy = ρ.

故
|J2| ≤

5

2
‖f‖L∞(Ω)ρ.

先令 h → 0，再令 ρ → 0，即得偏导数公式。由于 |y → x|1→n 局部可积，右端绝对收敛。
下面证明 ∇N 连续。固定 x0，取 |x→ x0| < ρ/2，并把积分分为 Ω∩Bρ(x0) 与其补集。

在近场，
1

ωn

∫

Ω∩Bρ(x0)

|f(y)|
(
|x→ y|1→n + |x0 → y|1→n

)
dy ≤ 3ρ‖f‖L∞(Ω).

在远场，对向量函数 (y → x)/|y → x|n 使用中值定理。若 z 位于 x 与 x0 的线段上，则
|y → z| ≥ ρ/2，从而 ∣∣∣∣

y → x

|y → x|n → y → x0

|y → x0|n

∣∣∣∣ ≤ Cnρ
→n|x→ x0|.

因此
|∇N(x)→∇N(x0)| ≤ 3ρ‖f‖L∞(Ω) + Cn‖f‖L∞(Ω)|Ω|ρ→n|x→ x0|.

先令 x → x0，再令 ρ → 0，得到 ∇N(x) → ∇N(x0)。故 N ∈ C1(Rn)。

引理 5.4 (常密度球的位势). 令

WR(x) :=
1

(n→ 2)ωn

∫

BR(0)

|x→ y|2→n dy.

当 |x| < R 时，

WR(x) =
1

2(n→ 2)
R2 → 1

2n
|x|2,

从而
DijWR(x) = → 1

n
δij.

证明. 先有

WR(0) =
1

(n→ 2)ωn

∫

BR(0)

|y|2→n dy =
1

n→ 2

∫ R

0

r dr =
1

2(n→ 2)
R2.

令 r = |x| < R，把球分解成半径为 s 的球壳，并记

Hs(r) :=

∫

|y|=s

|x→ y|2→n dSy.

3



第五讲：牛顿位势的二阶估计 Newton 位势与 Hölder 估计

在 n = 3 时，取 x = (0, 0, r)，用球坐标 y = s(sin φ cosϕ, sin φ sinϕ, cos φ)，则

Hs(r) = 2πs2
∫ π

0

sin φ√
r2 + s2 → 2rs cos φ

dφ =
2πs

r

(
r + s→ |r → s|

)
.

因此当 r > s 时 Hs(r) = 4πs2/r，当 r < s 时 Hs(r) = 4πs。
一般地，若 r > s，则关于 y 的函数 |x→ y|2→n 在 Bs(0) 中调和。由球面平均值公式，

Hs(r) = ωns
n→1r2→n.

若 r < s，则 Hs(r) 作为 x 的函数在 Bs(0) 中是有限的径向调和函数，故为常数；在 x = 0

处计算得
Hs(r) = Hs(0) = ωns.

在 r = s 时，球面上的奇性仍然可积；把球面积分分成 y 靠近 x 的小球冠及其补集，小球
冠上的积分随球冠半径趋于零而趋于零，故 Hs(r) 在 r = s 处连续。因此两式在 r = s 时
也成立，从而

Hs(r) =

{
ωns, 0 ≤ r ≤ s,

ωnsn→1r2→n, r ≥ s.

代回 WR，当 r < R 时，

WR(r) =
1

(n→ 2)ωn

(∫ r

0

ωns
n→1r2→n ds+

∫ R

r

ωns ds

)

=
1

n(n→ 2)
r2 +

1

n→ 2

(
R2

2
→ r2

2

)

=
1

2(n→ 2)
R2 → 1

2n
r2.

对 xi, xj 求导即得 DijWR = →δij/n。

定理 5.5 (点态二阶导数公式). 设 Bρ(x0) ⊂ Ω，并且 f 在 x0 处满足

|f(y)→ f(x0)| ≤ M |y → x0|α, y ∈ Bρ(x0),

其中 α > 0。则 DijN(x0) 存在，而且

DijN(x0) =

∫

Bρ(x0)

(
f(y)→ f(x0)

)
DijΓ(x0 → y) dy → 1

n
f(x0)δij

+

∫

Ω\Bρ(x0)

f(y)DijΓ(x0 → y) dy.

特别地，
∆N(x0) = →f(x0).

证明. 先把位势写成

N(x) =

∫

Bρ(x0)

(
f(y)→ f(x0)

)
Γ(x→ y) dy

+ f(x0)

∫

Bρ(x0)

Γ(x→ y) dy +

∫

Ω\Bρ(x0)

f(y)Γ(x→ y) dy.
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第五讲：牛顿位势的二阶估计 Newton 位势与 Hölder 估计

第三项在 x0 的一个邻域中核函数光滑，可以直接求导。由引理 5.4（平移球心后），第二项
在 x0 处的二阶导数为

→ 1

n
f(x0)δij.

还需严格说明第一项可以在 x0 处求两次导数。由定理 5.3，它的一阶导数为

∂i

∫

Bρ(x0)

(
f(y)→ f(x0)

)
Γ(x→ y) dy =

∫

Bρ(x0)

(
f(y)→ f(x0)

)
∂iΓ(x→ y) dy.

另一方面，由引理 5.2，
∫

Bρ(x0)

|f(y)→ f(x0)| |D2Γ(x0 → y)| dy ≤ CnM

∫ ρ

0

rα→1 dr < ∞.

取 h ∈ Rn，0 < |h| < ρ/4，把积分区域分成 B2|h|(x0) 及其补集。在 B2|h|(x0) 上，由引理
5.2，

∫

B2|h|(x0)

|f(y)→ f(x0)|
(
|∂iΓ(x0 + h→ y)|+ |∂iΓ(x0 → y)|+ |h| |D2Γ(x0 → y)|

)
dy

≤ C(n,α)M |h|α+1 = o(|h|).

这里含 ∂iΓ(x0 + h→ y) 的一项先用 |f(y)→ f(x0)| ≤ M(2|h|)α，再把积分球心移到 x0 + h；
最后一项则保留因子 |y → x0|α，利用

|h|
∫ 2|h|

0

rα→1 dr ≤ C(α)|h|α+1.

在 Bρ(x0) \ B2|h|(x0) 上，点 x0 + th 到 y 的距离至少为 |y → x0|/2。Taylor 公式和
|D3Γ(z)| ≤ Cn|z|→n→1 给出

∣∣∣∣∣∂iΓ(x0 + h→ y)→ ∂iΓ(x0 → y)→
n∑

j=1

hjDijΓ(x0 → y)

∣∣∣∣∣ ≤ Cn|h|2|y → x0|→n→1.

乘以 |f(y)→ f(x0)| 后积分，得到

CnM |h|2
∫ ρ

2|h|
rα→2 dr = o(|h|).

事实上，除以 |h| 后，右端在 0 < α < 1、α = 1 和 α > 1 时分别由

C|h|α, C|h| log ρ

2|h| , C|h|

控制，因而都趋于零。综上，
∫

Bρ(x0)

(
f(y)→ f(x0)

)
∂iΓ(x0 + h→ y) dy

=

∫

Bρ(x0)

(
f(y)→ f(x0)

)
∂iΓ(x0 → y) dy

+
n∑

j=1

hj

∫

Bρ(x0)

(
f(y)→ f(x0)

)
DijΓ(x0 → y) dy + o(|h|).
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这说明第一项的一阶导数在 x0 处可微，其 Hessian 正是
∫

Bρ(x0)

(
f(y)→ f(x0)

)
DijΓ(x0 → y) dy.

于是得到所述二阶导数公式。
最后对 i = j 求和。由于上述含差值的积分绝对收敛，并且 ∆Γ = 0 于 Rn \ {0}，近区

第一项和远区项取迹后都为零，而

→ 1

n
f(x0)

n∑

i=1

δii = →f(x0).

故 ∆N(x0) = →f(x0)。

定理 5.6 (二阶 Hölder 估计). 设 f ∈ Cα
c (B2)，0 < α < 1，并把 f 零延拓到 Rn。则

[D2N ]α;B1 ≤ C(n,α)[f ]α;Rn .

这里 Cα
c (B2) 表示在 B2 中具有紧支集的 Cα 函数，且 [D2N ]α;B1 按各个 DijN 的 Hölder

半范数取最大值。由于 f 的支集紧含于 B2，它在 ∂B2 的一个邻域内恒为零，因而零延拓
仍属于 Cα(Rn)。

证明. 固定 P, P0 ∈ B1。若 P = P0，结论显然。以下设

δ = |P → P0|, P =
P + P0

2
, A = Bδ(P ).

由于 P, P0 ∈ B1，有 A ⊂ B3。又因 f = 0 于 B3 \ B2，可以把位势写成 B3 上的积分。对
密度 f(y)→ f(P ) 应用定理 5.5，再对常密度项应用引理 5.4，得到

DijN(P ) = → 1

n
f(P )δij +

∫

B3

(
f(y)→ f(P )

)
DijΓ(P → y) dy.

对 P0 也有同样的公式。两式相减，并把积分分成 A 与 B3 \ A，得到

DijN(P )→DijN(P0) = I1 + I2 + I3 + I4 + I5,

其中

I1 = → 1

n

(
f(P )→ f(P0)

)
δij,

I2 =

∫

A

(
f(y)→ f(P )

)
DijΓ(P → y) dy,

I3 = →
∫

A

(
f(y)→ f(P0)

)
DijΓ(P0 → y) dy,

I4 =
(
f(P0)→ f(P )

) ∫

B3\A
DijΓ(P → y) dy,

I5 =

∫

B3\A

(
f(y)→ f(P0)

)(
DijΓ(P → y)→DijΓ(P0 → y)

)
dy.

第一项直接满足
|I1| ≤ C(n)[f ]α;Rnδα.
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若 y ∈ A，则 |y → P | ≤ 3δ/2。由 |D2Γ(z)| ≤ Cn|z|→n，

|I2| ≤ Cn[f ]α;Rn

∫

B3δ/2(P )

|P → y|α→n dy

≤ C(n,α)[f ]α;Rnδα.

同理，
|I3| ≤ C(n,α)[f ]α;Rnδα.

估计 I4。点 P 位于 A 内，故 DijΓ(P → y) 在 B3 \ A 上光滑。由散度定理，
∣∣∣∣
∫

B3\A
DijΓ(P → y) dy

∣∣∣∣ ≤
∫

∂B3

|DiΓ(P → y)| dSy +

∫

∂A

|DiΓ(P → y)| dSy.

在 ∂B3 上 |P → y| ≥ 2；在 ∂A上 |P → y| ≥ δ/2，而 |∂A| = ωnδn→1。由 |DΓ(z)| ≤ Cn|z|1→n，
得到 ∣∣∣∣

∫

B3\A
DijΓ(P → y) dy

∣∣∣∣ ≤ C(n).

因此
|I4| ≤ C(n)[f ]α;Rnδα.

最后估计 I5。对每个 y ∈ B3 \A，对 DijΓ 使用中值定理，存在依赖于 y 的 P̃ 在线段
[P, P0] 上，使得

|DijΓ(P → y)→DijΓ(P0 → y)| ≤ Cnδ|y → P̃ |→n→1.

当 y /∈ A 时，
|y → P̃ | ≥ 1

2
|y → P |, |y → P0| ≤

3

2
|y → P |.

故

|I5| ≤ Cn[f ]α;Rnδ

∫

B3\A
|y → P |α→n→1 dy

≤ Cn[f ]α;Rnδ

∫ 4

δ

rα→2 dr

≤ C(n,α)[f ]α;Rnδα,

其中最后一步使用了 0 < α < 1。
综合五项估计，得到

|DijN(P )→DijN(P0)| ≤ C(n,α)[f ]α;Rn |P → P0|α.

对 P, P0 ∈ B1 取上确界，并对 i, j 取最大值，即得结论。

PP

P0δ A = Bδ(P )

B3

图 1: 定理 5.6 中的几何分解。点 P, P0 都位于 A 内，且它们到 ∂A 的距离均为 δ/2。
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5.2 内部 Schauder 估计
下面把牛顿位势估计用于一般泊松方程。为了使缩放关系清楚，写出带半径的形式。

定理 5.7 (内部 Schauder 估计). 设 u ∈ C2(B2R(x∗)) 满足

∆u = f 于B2R(x∗),

其中 f ∈ Cα(B2R(x∗))，0 < α < 1。则 u ∈ C2,α(BR(x∗))，且

‖D2u‖L∞(BR(x∗)) +Rα[D2u]α;BR(x∗)

≤ Cn,α

(
R→2‖u‖L∞(B2R(x∗)) + ‖f‖L∞(B2R(x∗)) +Rα[f ]α;B2R(x∗)

)
. (1)

当 R = 1 时，这就是

‖u‖C2,α(B1) ≤ Cn,α

(
‖u‖L∞(B2) + ‖f‖Cα(B2)

)

的二阶核心部分。

证明. 取 η ∈ C∞
c (B2R(x∗))，使得 η ≡ 1 于 B3R/2(x∗)，并令

w(x) := →
∫

Rn

Γn(x→ y)η(y)f(y)dy.

由于定理 5.5，有
∆w = ηf = f 于B3R/2(x∗).

于是 v := u→ w 在 B3R/2(x∗) 内调和。
由定理 5.6 及缩放，

‖D2w‖L∞(BR) +Rα[D2w]α;BR ≤ Cn,α

(
‖f‖L∞(B2R) +Rα[f ]α;B2R

)
. (2)

同时，由
∫
B2R

|x→ y|2→ny ≤ CnR2，

‖w‖L∞(B3R/2) ≤ CnR
2‖f‖L∞(B2R).

对调和函数使用内部导数估计，得到

‖D2v‖L∞(BR) +Rα[D2v]α;BR ≤ CnR
→2‖v‖L∞(B3R/2).

而
‖v‖L∞(B3R/2) ≤ ‖u‖L∞(B2R) + CnR

2‖f‖L∞(B2R).

结合 u = v + w 与 (2)，便得到 (1)。

8
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记
Γ(x) =

1

(n− 2)ωn
|x|2−n, n ≥ 3,

其中 ωn = |Sn−1|。本讲统一取 0 < α < 1。

6 内部 Schauder 估计

6.1 Newton 位势的 C2,α 估计

先设 f ∈ Cα(B2)，并令

N(x) =

∫

B2

Γ(x− y)f(y) dy.

由定理 5.3，
∇N(x) =

1

ωn

∫

B2

f(y)
y − x

|y − x|ndy

‖N‖L∞(B1) + ‖DN‖L∞(B1) ≤ C(n)‖f‖L∞(B2). (1)
由定理 5.5 以及常密度球位势的公式，对 P ∈ B1 有

DijN(P ) = − 1

n
f(P )δij +

∫

B2

(
f(y)− f(P )

)
DijΓ(P − y) dy. (2)

因为
|D2Γ(z)| ≤ Cn|z|−n,

故
‖D2N‖L∞(B1) ≤ C(n,α)

(
‖f‖L∞(B2) + [f ]α;B2

)
. (3)

下面估计 D2N 的 Hölder 半范数。固定 P, P0 ∈ B1，记

δ = |P − P0|, P =
P + P0

2
.

若 δ ≥ 1
4，则由 (3)，

|DijN(P )−DijN(P0)| ≤ C(n,α)
(
‖f‖L∞(B2) + [f ]α;B2

)
δα.

1
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因此只需考虑 0 < δ < 1
4。令

A = Bδ(P ).

此时 A ⊂ B5/4 ⊂ B2。由 (2)，记

I = DijN(P )−DijN(P0),

则

I = I1 + I2 + I3 + I4 + I5,

其中

I1 = − 1

n

(
f(P )− f(P0)

)
δij,

I2 =

∫

A

(
f(y)− f(P )

)
DijΓ(P − y) dy,

I3 = −
∫

A

(
f(y)− f(P0)

)
DijΓ(P0 − y) dy,

I4 =
(
f(P0)− f(P )

) ∫

B2\A
DijΓ(P0 − y) dy,

I5 =

∫

B2\A

(
f(y)− f(P )

)(
DijΓ(P − y)−DijΓ(P0 − y)

)
dy.

首先，
|I1| ≤ C(n)[f ]α;B2δ

α.

又因为
A ⊂ B3δ/2(P ), A ⊂ B3δ/2(P0),

所以

|I2| ≤ Cn[f ]α;B2

∫

B3δ/2(P )

|P − y|α−n dy ≤ C(n,α)[f ]α;B2δ
α,

|I3| ≤ C(n,α)[f ]α;B2δ
α.

对 I4，由散度定理，
∣∣∣∣
∫

B2\A
DijΓ(P0 − y) dy

∣∣∣∣ ≤
∫

∂B2

|DiΓ(P0 − y)| dSy +

∫

∂A

|DiΓ(P0 − y)| dSy.

在 ∂B2 上 |P0 − y| ≥ 1；在 ∂A 上，

|P0 − y| ≥ δ − δ

2
=

δ

2
.

再利用 |DΓ(z)| ≤ Cn|z|1−n 和 |∂A| ≤ Cnδn−1，得到

|I4| ≤ C(n)[f ]d;B2δ
α.

最后估计 I5。由中值定理，存在 P̃ ∈ [P, P0]，使得

|DijΓ(P − y)−DijΓ(P0 − y)| ≤ Cnδ |P̃ − y|−n−1.

2
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若 y /∈ A，则
|y − P̃ | ≥ |y − P |− |P̃ − P | ≥ 1

2
|y − P |,

而且
|y − P | ≤ |y − P |+ |P − P | ≤ 3

2
|y − P |.

因此

|I5| ≤ Cn[f ]α;B2δ

∫

B2\A
|y − P |α−n−1 dy

≤ Cn[f ]α;B2δ

∫ 3

δ

rα−2 dr

≤ C(n,α)[f ]α;B2δ
α.

这里最后一步使用了 0 < α < 1。
综上，

‖N‖L∞(B1) + ‖DN‖L∞(B1) + ‖D2N‖L∞(B1) + [D2N ]α;B1

≤ C(n,α)
(
‖f‖L∞(B2) + [f ]α;B2

)
.

(4)

伸缩

若 f ∈ Cα(B2R)，令

f̃(z) = f(Rz), Ñ(z) = R−2N(Rz).

则
[f̃ ]α;B2 = Rα[f ]α;B2R ,

并且
DzÑ = R−1DxN, D2

zÑ = D2
xN, [D2

zÑ ]α;B1 = Rα[D2
xN ]α;BR .

由 (4) 得

‖N‖L∞(BR) +R‖DN‖L∞(BR) +R2‖D2N‖L∞(BR) +R2+α[D2N ]α;BR

≤ C(n,α)
(
R2‖f‖L∞(B2R) +R2+α[f ]α;B2R

)
.

(5)

对球 BR(x0)，记

‖u‖∗2,α;BR(x0) := ‖u‖L∞(BR(x0)) +R‖Du‖L∞(BR(x0))

+R2‖D2u‖L∞(BR(x0)) +R2+α[D2u]α;BR(x0),

‖f‖(2)0,α;BR(x0)
:= R2‖f‖L∞(BR(x0)) +R2+α[f ]α;BR(x0).

于是 (5) 可写为
‖N‖∗2,α;BR(x0) ≤ C(n,α)‖f‖(2)0,α;B2R(x0)

. (6)

3
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定理 6.1 (内部 Schauder 估计). 设 u ∈ C2(B2R) 满足

∆u = f 于B2R,

其中 f ∈ Cα(B2R)。则 u ∈ C2,α(BR)，并且

‖u‖∗2,α;BR
≤ C(n,α)

(
‖u‖L∞(B2R) + ‖f‖(2)0,α;B2R

)
.

证明. 取 η ∈ C∞
c (B2R)，使得

η = 1 于B3R/2, |Dη| ≤ C

R
.

令
N(x) =

∫

Rn

Γ(x− y)η(y)f(y) dy.

因为 ∆N = −ηf，所以
v := u+N

在 B3R/2 中调和。调和函数的内部导数估计给出

‖v‖∗2,α;BR
≤ C(n,α)‖v‖L∞(B3R/2).

另一方面，
[ηf ]α;B2R ≤ [f ]α;B2R + CR−α‖f‖L∞(B2R),

故由 (6)，
‖N‖∗2,α;BR

≤ C(n,α)‖f‖(2)0,α;B2R
.

同时
‖v‖L∞(B3R/2) ≤ ‖u‖L∞(B2R) + C(n)R2‖f‖L∞(B2R).

由 u = v −N 即得结论。

6.2 常系数一致椭圆方程

考虑非散度型方程
−aij(x)uij = f,

并假设
λ|ξ|2 ≤ aij(x)ξiξj ≤ Λ|ξ|2, ξ ∈ Rn.

引理 6.2 (常系数 Schauder 估计). 设 A0 = (aij(x0)) 为实对称矩阵，并且

λI ≤ A0 ≤ ΛI.

若
−aij(x0)vij = g 于Br(x0),

则
‖v‖∗2,α;Br/2(x0) ≤ C(n,α,λ,Λ)

(
‖v‖L∞(Br(x0)) + ‖g‖(2)0,α;Br(x0)

)
.

4
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证明. 先在球心 x0 附近作线性变换

x = x0 + A1/2
0 y, ṽ(y) = v(x), g̃(y) = g(x).

由椭圆性，
Br/

√
Λ(0) ⊂ A−1/2

0 (Br(0)) ⊂ Br/
√
λ(0).

并且
−∆yṽ = g̃ 于Br/

√
Λ(0).

由定理 6.1，再利用线性变换前后各阶导数及 Hölder 半范数的等价性，令

θ =

√
λ

Λ
,

可得
‖v‖∗2,α;Bθr/2(x0) ≤ C(n,α,λ,Λ)

(
‖v‖L∞(Br(x0)) + ‖g‖(2)0,α;Br(x0)

)
. (7)

下面说明怎样由有限覆盖得到 Br/2(x0) 上的估计。对任意 x ∈ Br/2(x0)，都有

Br/2(x) ⊂ Br(x0).

把上面的论证以 x 为球心、以 r/2 为半径重复一次，得到

‖v‖∗2,α;Bθr/4(x)
≤ C(n,α,λ,Λ)

(
‖v‖L∞(Br(x0)) + ‖g‖(2)0,α;Br(x0)

)
.

由 Br/2(x0) 的紧性，可取有限多个点 x1, . . . , xN ∈ Br/2(x0)，使得

Br/2(x0) ⊂
N⋃

k=1

Bθr/8(xk),

而每个较大的球 Bθr/4(xk) 上都有上述统一估计；这里 N 只依赖于 n 和 θ。
各阶导数的 L∞ 范数可直接由这组覆盖控制。对 [D2v]α;Br/2(x0)，取任意 P,Q ∈

Br/2(x0)。若 |P −Q| < θr/8，选择使 P ∈ Bθr/8(xk) 的一个 k，则 P,Q ∈ Bθr/4(xk)，可以
使用该球上的局部 Hölder 估计。若 |P −Q| ≥ θr/8，则

|D2v(P )−D2v(Q)|
|P −Q|α ≤ 2

(
8

θr

)α

‖D2v‖L∞(Br/2(x0)).

因此有限覆盖确实给出所需的全局 Hölder 半范数估计，且常数只依赖于 n,α,λ,Λ。引理
得证。

引理 6.3 (二阶插值不等式). 设 u ∈ C2,α(Br(x0))，且 0 < θ < 4−α。则

r2‖D2u‖L∞(Br/2(x0)) ≤ θr2+α[D2u]α;Br(x0) + C(n,α)θ−2/α‖u‖L∞(Br(x0)), (8)
r‖Du‖L∞(Br/2(x0)) ≤ θr2‖D2u‖L∞(Br(x0)) + Cθ−1‖u‖L∞(Br(x0)). (9)

5
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证明. 固定 x ∈ Br/2(x0) 和单位向量 e。取 0 < h < r/4。Taylor 展开给出

u(x+ he)− 2u(x) + u(x− he) = h2uee(x) + Rh,

其中
|Rh| ≤ C[D2u]α;Br(x0)h

2+α.

因此
|uee(x)| ≤ 4h−2‖u‖L∞(Br(x0)) + C[D2u]α;Br(x0)h

α.

乘以 r2，并取

h =

(
θ

C

)1/α

r,

其中 C 取为足够大的固定常数。由 θ < 4−α 可保证 h < r/4，于是得到 (8)。对所有单位
向量 e 取上确界，再利用对称矩阵范数的等价性，即得到 D2u 的估计。
类似地，

u(x+ he)− u(x) = hue(x) +O
(
h2‖D2u‖L∞(Br(x0))

)
,

所以
|ue(x)| ≤ 2h−1‖u‖L∞(Br(x0)) + Ch‖D2u‖L∞(Br(x0)).

乘以 r，再取 h = θr/C，即得 (9)。

6
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沿用第六讲的记号，令

→u→∗2,α;Br(x0) := →u→L∞(Br(x0))
+ r→Du→L∞(Br(x0))

+ r2→D2u→L∞(Br(x0))
+ r2+α[D2u]α;Br(x0),

→f→(2)0,α;Br(x0)
:= r2→f→L∞(Br(x0))

+ r2+α[f ]α;Br(x0).

下文对重复指标求和。

7 冻结系数法与 Sobolev 空间

7.1 冻结系数法

设 A(x) = (aij(x)) 为对称矩阵，并满足一致椭圆条件

λ|ξ|2 ↑ aij(x)ξiξj ↑ Λ|ξ|2, ξ ∈ Rn.

其中 0 < λ ↑ Λ。固定 x0，令 A0 = A(x0)。若

−aij(x)uij(x) = f(x),

则在 Br(x0) ! Ω 中

−aij(x0)uij(x) = f(x) +
(
aij(x)− aij(x0)

)
uij(x) =: g(x).

由第六讲的常系数 Schauder 估计，

→u→∗2,α;Br/2(x0) ↑ C
(
→u→L∞(Br(x0)) + →g→(2)0,α;Br(x0)

)

↑ C
(
→u→L∞(Br(x0)) + →f→(2)0,α;Br(x0)

)

+ Cr2→
(
aij − aij(x0)

)
uij→L∞(Br(x0))

+ Cr2+α[
(
aij − aij(x0)

)
uij]α;Br(x0). (1)

由于
→aij − aij(x0)→L∞(Br(x0)) ↑ [A]α;Br(x0)r

α, (2)
以及乘积的 Hölder 半范数估计

[
(
aij − aij(x0)

)
uij]α;Br(x0)

1
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↑ [A]α;Br(x0)→D2u→L∞(Br(x0)) + [A]α;Br(x0)r
α[D2u]α;Br(x0), (3)

将 (2) 和 (3) 代入 (1)，得到

→u→∗2,α;Br/2(x0) ↑ C
(
→u→L∞(Br(x0)) + →f→(2)0,α;Br(x0)

)

+ C[A]α;Br(x0)r
α
(
r2→D2u→L∞(Br(x0)) + r2+α[D2u]α;Br(x0)

)
. (4)

选取 r∗ > 0，使得
C[A]α;BR(x0)r

α
∗ ↑ 1

8
.

式 (4) 的左端在较小的球上，而最后一项在较大的球上，不能直接把最后一项移到左边。
为此先给出下面的迭代引理。

引理 7.1 (内缩迭代). 设 Φ 在 [s0, s1] 上非负且有界。若对所有 s0 ↑ s < t ↑ s1 都有

Φ(s) ↑ θΦ(t) +M(t− s)−γ, 0 < θ < 1, γ > 0, (5)

则
Φ(s0) ↑ C(θ, γ)M(s1 − s0)

−γ.

证明. 取 τ ∈ (0, 1)，使得 θτ−γ < 1，并令

tk = s1 − (s1 − s0)τ
k.

则 t0 = s0，tk ↑ s1，且
tk+1 − tk = (s1 − s0)τ

k(1− τ).

反复使用 (5)，得到

Φ(s0) ↑ θNΦ(tN) +M(s1 − s0)
−γ(1− τ)−γ

N−1∑

k=0

θkτ−kγ .

令 N → ∞。由于 Φ 有界且 θτ−γ < 1，即得结论。

定理 7.2 (非散度型 Schauder 估计). 设 u ∈ C2,α(BR(x0)) 满足

−aij(x)uij = f 于BR(x0),

其中 0 < α < 1，A = (aij) 对称并满足上述一致椭圆条件，且 A, f ∈ Cα(BR(x0))。则

→u→∗2,α;BR/2(x0) ↑ C
(
→u→L∞(BR(x0)) + →f→(2)0,α;BR(x0)

)
,

其中
C = C

(
n,α,λ,Λ, Rα[A]α;BR(x0)

)
.

证明. 经平移和缩放，只需证明 R = 1、x0 = 0 的情形。取

1

2
↑ s < t ↑ 3

4
, d = t− s, r = cmin{r∗, d},

2
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其中 0 < c < 1/8固定得足够小，使得 Bs+2r ⊂ Bt。由 Bs 的紧性，可以取有限个 xi ∈ Bs，
使得

Bs ⊂
⋃

i

Br/8(xi).

对每个 i，有 Br(xi) ⊂ Bt。由 (4) 以及 r ↑ r∗，

→u→∗2,α;Br/2(xi) ↑ C
(
→u→L∞(Bt) + →f→Cα(Bt)

)

+
1

8

(
r2→D2u→L∞(Bs+r) + r2+α[D2u]α;Bs+r

)
. (6)

若 x, y ∈ Bs且 |x−y| < r/8，选取满足 x ∈ Br/8(xi)的覆盖球，则 y ∈ Br/4(xi) ⊂ Br/2(xi)，
故可以在同一个球中使用 (6)。若 |x− y| ≥ r/8，则

|D2u(x)−D2u(y)|
|x− y|α ↑ 2

(
8

r

)α

→D2u→L∞(Bs). (7)

由近点和远点两种情形，

r2+α[D2u]α;Bs ↑ C
(
→u→L∞(Bt) + →f→Cα(Bt)

)
+ Cr2→D2u→L∞(Bs+r)

+
1

8
r2+α[D2u]α;Bs+r . (8)

在缓冲层 Bs+2r ⊂ Bt 上使用第六讲的二阶插值不等式，对任意足够小的 θ > 0 有

r−α→D2u→L∞(Bs+r) ↑ θ[D2u]α;Bt + Cθ−2/αr−2−α→u→L∞(Bt).

先选取 θ 足够小，再将此式代入 (8)，得到

[D2u]α;Bs ↑
1

4
[D2u]α;Bt + Cr−2−α

(
→u→L∞(Bt) + →f→Cα(Bt)

)
.

若 d ↑ r∗，则 r = cd；若 d > r∗，则 r = cr∗，而 d ↑ 1/4。因此在两种情形下都可写成

[D2u]α;Bs ↑
1

4
[D2u]α;Bt + Cd−2−α

(
→u→L∞(B1) + →f→Cα(B1)

)
. (9)

其中常数允许依赖于 [A]α;B1。
再在 Bs ⊂ Bt 之间使用一阶、二阶插值不等式。具体地，对任意足够小的 θ > 0，

→D2u→L∞(Bs) ↑ θdα[D2u]α;Bt + Cθ−2/αd−2→u→L∞(Bt),

→Du→L∞(Bs) ↑ θd→D2u→L∞(Bt) + Cθ−1d−1→u→L∞(Bt).

依次把参数取得足够小，并结合 (9)，可得

→u→C2,α(Bs) ↑
1

4
→u→C2,α(Bt) + Cd−2−α

(
→u→L∞(B1) + →f→Cα(B1)

)
.

令
Φ(s) = →u→C2,α(Bs), θ =

1

4
, γ = 2 + α.

对 s ∈ [1/2, 3/4] 应用引理 7.1，得到

→u→C2,α(B1/2) ↑ C
(
→u→L∞(B1) + →f→Cα(B1)

)
.

最后缩放回 BR(x0)，即得所述估计。
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7.2 弱导数与 Sobolev 空间
定义 7.3 (弱导数). 设 Ω ⊂ Rn 为开集，u, v ∈ L1

loc(Ω)，α = (α1, . . . ,αn) 为多重指标。若
对每个 φ ∈ C∞

c (Ω) 都有 ∫

Ω

uDαφ dx = (−1)|α|
∫

Ω

vφ dx,

则称 v 是 u 的 α 阶弱导数，记作 Dαu = v。

定义 7.4 (Sobolev 空间). 令 k ∈ N，1 ↑ p ↑ ∞。定义

W k,p(Ω) := {u ∈ Lp(Ω) : Dαu 在弱意义下存在且Dαu ∈ Lp(Ω), |α| ↑ k} .

当 p = 2 时，常记
Hk(Ω) := W k,2(Ω).

定义 7.5 (Sobolev 范数). 当 1 ↑ p < ∞ 时，对 u ∈ W k,p(Ω) 定义

→u→Wk,p(Ω) :=




∑

|α|≤k

∫

Ω

|Dαu|p dx




1/p

.

当 p = ∞ 时，定义
→u→Wk,∞(Ω) := max

|α|≤k
→Dαu→L∞(Ω).

注记. Sobolev 空间的逼近定理、延拓定理和迹定理可参见 Evans《偏微分方程》第五章。

定理 7.6 (Sobolev 不等式). 设 1 ↑ p < n，并令

p∗ =
np

n− p
.

则存在常数 C = C(n, p)，使得对每个 u ∈ C1
c (Rn) 都有

→u→Lp∗ (Rn) ↑ C→Du→Lp(Rn).

证明. 先证明 p = 1。为说明基本计算，先取 n = 3。由于 u紧支，对每个 x = (x1, x2, x3)，
由微积分基本定理，

|u(x1, x2, x3)| ↑
∫

R
|∂1u(t, x2, x3)| dt,

|u(x1, x2, x3)| ↑
∫

R
|∂2u(x1, t, x3)| dt,

|u(x1, x2, x3)| ↑
∫

R
|∂3u(x1, x2, t)| dt.

将三式相乘并取三次方根，得到

|u(x)|3/2 ↑
(∫

R
|∂1u(t, x2, x3)| dt

)1/2 (∫

R
|∂2u(x1, t, x3)| dt

)1/2

×
(∫

R
|∂3u(x1, x2, t)| dt

)1/2

.
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第七讲：冻结系数法与 Sobolev 不等式 内部 Schauder 估计与 Sobolev 空间

依次对 x1, x2, x3 积分并使用 Hölder 不等式，得到
∫

R3

|u|3/2 dx ↑
3∏

j=1

(∫

R3

|∂ju| dx
)1/2

.

由算术–几何平均不等式以及 |∂1u|+ |∂2u|+ |∂3u| ↑
√
3|Du|，

∫

R3

|u|3/2 dx ↑ C

(∫

R3

|Du| dx
)3/2

.

因此 (∫

R3

|u|3/2 dx
)2/3

↑ C

∫

R3

|Du| dx.

在一般维数中重复上述论证，得到
(∫

Rn

|u|n/(n−1) dx

)(n−1)/n

↑ C(n)

∫

Rn

|Du| dx. (10)

下面设 1 < p < n，并令 p′ 满足

1

p
+

1

p′
= 1.

取

γ =
p(n− 1)

n− p
> 1, v = |u|γ.

因为 γ > 1，所以 v ∈ C1
c (Rn)。对 v 应用 (10)，并利用链式法则，得到

(∫

Rn

|u|γn/(n−1) dx

)(n−1)/n

↑ C(n)γ

∫

Rn

|u|γ−1|Du| dx

↑ C(n)γ

(∫

Rn

|u|(γ−1)p′ dx

)1/p′

→Du→Lp(Rn).

由所选的 γ，
γn

n− 1
= p∗, (γ − 1)p′ = p∗.

若 u ,≡ 0，约去公共因子后得到
(∫

Rn

|u|p∗ dx
)(n−1)/n−1/p′

↑ C(n, p)→Du→Lp(Rn).

而
n− 1

n
− 1

p′
=

1

p
− 1

n
=

1

p∗
.

因此
→u→Lp∗ (Rn) ↑ C(n, p)→Du→Lp(Rn).

当 u ≡ 0 时结论显然成立。
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第八讲：De Giorgi-Nash 正则性理论

8 主要定理 (De Giorgi-Nash Theorem)
定理 8.1 (De Giorgi-Nash). 设 u → H1(B1) 是方程

∑n
i,j=1 Di(aij(x)uj) = 0 在 B1 ⊂ Rn

中的弱解，其中系数满足一致椭圆性条件：

0 < λI ≤ (aij) ≤ ΛI < ∞

即对 ∀ϕ → H1
0 (B1)，有

´
B1

aij(x)uiϕj = 0。
则 u → Cα(B1/2)，其中 0 < α = α(n,λ,Λ) < 1，且满足：

‖u‖Cα(B1/2) = sup |u|+ sup
x,y→B1/2

|u(x)− u(y)|
|x− y|α ≤ C(n,λ,Λ)‖u‖L2(B1)

8.1 动机与背景 (Motivation)
• 变分法问题：研究 inf

´
F (Du)（其中 F 为凸函数、解析函数，且 det∇2F > 0）。

• 例子： F (x) = |x|2 或 F (x) =
√

1 + |x|2。

• Euler-Lagrange 方程：
∑n

i=1 Di(Fpi(Du)) = 0，或者展开为
∑n

i,j=1 Fpipj(Du)uij =

0。

• 历史背景：

• (1900’) Hilbert 第 19 问题：F 光滑是否意味着 u 光滑？

• S. Bernstein (1904)：对 n = 2 的 C3 解成立。

• De Giorgi (1957) 与 Nash (1958)：证明了 Lipschitz 解也是 C1,α 的。

• De Giorgi-Nash 迭代的应用：为了应用 Schauder 估计，我们考察解沿方向 e →
Sn−1 的导数。对欧拉-拉格朗日方程

∑n
i=1 Di(Fpi(Du)) = 0 关于方向 e 求导：

De

n∑

i=1

Di(Fpi(Du)) =
n∑

i,j=1

Di

(
Fpipj(Du)Djue

)
= 0

令 V = ue（即 u 的方向导数），则 V 满足线性方程：
n∑

i,j=1

Di(Aij(x)DjV ) = 0, 其中Aij(x) = Fpipj(Du)

1



De Giorgi-Nash 迭代

当 |Du| ≤ C 时，系数矩阵满足一致椭圆性条件 λ ≤ Fpipj ≤ Λ。

通过 De Giorgi-Nash定理，我们可以建立如下正则性提升链 (Bootstrap Argument)：

1. 第一步：根据 De Giorgi-Nash 定理，V → Cα =⇒ u → C1,α。

2. 第二步：既然 u → C1,α，那么系数 Fpipj(Du) 也是 Cα 的。根据非散度型的
Schauder 估计，方程的解 V → C1,α，即 u → C2,α。

3. 第三步：进一步用 Shauder 估计，u → C2,α =⇒ Fpipj(Du) → C1,α =⇒ u →
C3,α。

4. 结论：如此反复循环（即 Bootstrap 论证），最终可得：u → C∞。

8.2 局部有界性估计 (Local Boundedness)
定义 8.1 (弱次解与弱超解). 称 u → H1(B1)在 B1 中弱成立地满足 Di(aijuj) ≥ 0 (≤ 0)，
若：

• 次解 (Subsolution)： u 是次解，如果对于所有测试函数 ϕ → H1
0 (B1) 且 ϕ ≥ 0，

均满足： ˆ
B1

aijuiϕj ≤ 0

• 超解 (Supersolution)：u 是超解，如果对于所有测试函数 ϕ → H1
0 (B1) 且 ϕ ≥ 0，

均满足： ˆ
B1

aijuiϕj ≥ 0

引理 8.1. 设 u → H1(B1) 在 B1 内满足 Di(aijuj) ≥ 0 (弱次解)，则：

‖u+‖L∞(B1/2) ≤ C‖u+‖L2(B1)

注记 8.1. 当 u → H1 时，易知 u+ := max{u, 0} → H1。并且，若 u 是弱次解，则可证
u+ 也是弱次解。

证明. 记号：令 uk ! [u− (1− 2−k)]+，对应的球半径为 Bk ! B1/2+2−k。定义能量序列：
ak !

´
Bk

u2
k。选取截断函数 η → C∞

c (Bk−1)，使得：

η = 1 在Bk 上, 0 ≤ η ≤ 1, |∇η| ≤ C2k

不妨假设 Λ = λ−1。
证明：

1. Caccioppoli 不等式：
ˆ
Bk−1

|∇(ukη)|2≤C(λ)

ˆ
Bk−1

u2
k|∇η|2 ≤ C22k

ˆ
Bk−1

u2
k−1 = C22kak−1.

2



De Giorgi-Nash 迭代

以上红色不等式的证明：对弱次解 u，选取测试函数 ϕ = η2u+ ≥ 0。代入弱形式´
aijuiϕj ≤ 0 得：

0 ≥
ˆ
B

aijui∂j(η
2u) =

ˆ
B

aijui(2ηηju+ η2uj)

移项得： ˆ
η2aijuiuj ≤ −

ˆ
2ηuaijuiηj. (1)

另一方面： ˆ
aij(ηu)i(ηu)j =

ˆ
aijηiηju

2 + 2aijηiujηu+ η2aijuiuj.

带入不等式(1)得到 ˆ
aij(ηu)i(ηu)j ≤

ˆ
aijηiηju

2.

利用椭圆性条件 λ|∇(ηu)|2 ≤ aij(ηu)i(ηu)j 得：ˆ
B

|∇(ηu)|2 ≤ C(λ)

ˆ
B

u2|∇η|2.

2. Sobolev 嵌入：
( ˆ

Bk

u2∗

k

) 2
2∗ ≤

( ˆ
Bk−1

|ukη|2
∗
) 2

2∗ ≤ C(n)

ˆ
Bk−1

|∇(ukη)|2,

这里 2∗ := 2n
n−2。

3. Hölder 不等式：
ak ≤

( ˆ
Bk

u2∗

k

) 2
2∗ |{uk > 0} ∩ Bk|

2
n .

4. 根据 ak 和 uk 的定义:

|{uk > 0} ∩ Bk| ≤ 22k
ˆ
Bk−1

[
(u− 1 + 2−k + 2−k)+

]2
= 22kak−1

5. 迭代公式：结合以上得到

ak ≤ C(n,λ)2(2+4/n)ka1+2/n
k−1 ≤ B(n,λ)kaβk−1,

这里 B(n,λ) = 4C(n,λ)2
4
n 并且 β = 1 + 2

n > 1.

6. 收敛性：由迭代公式得到

ak ≤ Bkaβk−1

ak−1 ≤ Bk−1aβk−2

· · ·

a1 ≤ Baβ0 .

3
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我们有

ak ≤ Bk+(k−1)β+···+βk−1
aβ

k

0 = B− kn
2 −n

2 (
n
2+1)

(
B

n
2 (

n
2+1)a0

)βk

.

选 φ0 =
1
2B

−(n2+1)n2 并令 v = ε
1
2
0 u+

‖u+‖L2(B1)
，则 a0 =

´
B1
(u+)2 ≤ φ0. 这时有

ak ≤ B− kn
2 −n

2 (
n
2+1) → 0 当k → ∞.

这意味着 supB 1
2

u+ ≤ 1。最终推出

‖u+‖L∞(B 1
2
) ≤ C(n,λ)‖u+‖L2(B1).

8.3 Hölder 连续性 (Hölder Continuity)
这节我们将主要证明弱解 u 满足 oscB1/2

u ≤ θ(n,λ) · oscB1u，其中 θ < 1。然后通过伸
缩（Scaling）u = u(rx) 得到

oscB r
2
u ≤ θ · oscBru ∀Br ⊂ B1.

由此通过简单的迭代和上一节的局部有界估计可推导出

oscBρu ≤ ραC(n,λ)oscB 1
4

u ≤ ραC(n,λ)‖u‖L2(B1)�

其中 α(n,λ) = log θ
log 1

2

> 0. 由此得到 u → Cα。

通过规整化 u =
u−infB1 u

oscB1u
。我们只要证明如下引理

引理 8.2. 假设 u 是弱超解满足 supB1
u = 1，infB1 u = 0，且 0 ≤ u ≤ 1 于 B1。若

|{x → B 3
4
: u(x) ≥ 1/2}| ≥ 1

2
|B3/4|,

则 u 在内部一致远离 0，即存在常数 c(n,λ) > 0 使得

inf
B1/2

u ≥ c(n,λ) > 0.

由此容易推出振荡衰减：
oscB1/2

u ≤ θ · oscB1 u,

其中 θ = θ(n,λ) < 1。

注记 8.2. 若
|{x → B 3

4
: u(x) ≤ 1/2}| ≥ 1

2
|B3/4|,

则考虑 u = 1− u。同样可以推出振荡衰减。
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x

v(u)

1

1/2

0

B1 (震荡范围 [0, 1])

B1/2 (远离 0 或 1)

-1 -0.5 0.5 1

震荡减小

证明. 第一步：变量转换 假设 u > 0（若不满足，可令 u = u + ⇀ 最后取极限）。为了
将下界估计转化为上界估计，我们构造对数辅助函数：令 v = (log 2u)− = (− log 2u)+。

第二步：次解判定 若 u > 0 是一个超解（supersolution），则 v̄ = − log 2u 是一
个次解（subsolution）。因此 v = (v̄)+ 也是一个次解。验证：对 ∀ϕ → H1

0 ,ϕ ≥ 0，计算´
aij v̄iϕj：ˆ

B1

aij∂i(− log 2u)∂jϕ = −
ˆ
B1

aij
ui

u
ϕj = −

ˆ
B1

aijuiDj(
ϕ

u
)−
ˆ
B1

aij
uiuj

u2
ϕ ≤ 0

第三步：梯度估计 选取测试函数 ϕ = η2

u → H1
0 (B1) 代入方程

´
aijuiϕj = 0：

ˆ
aijui

(
2ηηj
u

− η2uj

u2

)
≥ 0

再由 Young 不等式得：ˆ
aij

ui

u

uj

u
η2 ≤ 2

ˆ
aij

ui

u
ηηj ≤

1

2

ˆ
aij

ui

u

uj

u
η2 + 2

ˆ
aijηiηj

令 vi = ∂i(logu)，利用椭圆性条件：ˆ
|∇v|2η2 ≤ C(λ)

ˆ
|∇η|2 ≤ C(n,λ).

这表明 v 的梯度模受控。
第四步：利用引理 8.1 得出结论 由于 v 是次解，根据引理 8.1（局部有界性）：

sup
B1/4

v ≤ C(n,λ)




ˆ
B 3

4

v2




1/2

再由后面的引理 8.3, 在假设下（|{x → B 3
4
: u(x) ≥ 1/2}| ≥ 1

2 |B3/4|）我们有

sup
B1/4

v ≤ C(n,λ)




ˆ
B 3

4

v2




1/2

≤ C(n,λ)




ˆ
B 3

4

|∇v|2



1/2

.

5
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结合第三步得到
sup
B 1

4

v ≤ C(n,λ).

由于 v = (− log 2u)+，上式 sup v ≤ C 意味着：

− log 2u ≤ C =⇒ 2u ≥ e−C =⇒ u ≥ 1

2
e−C

令 c = 1
2e

−C，即证得 infB1/4
u ≥ c > 0。

引理 8.3 (Poincaré-Sobolev). 设 v → H1(B1)。定义集合 A = {x → B1 : v(x) = 0}。若该
集合的测度满足 |A| ≥ 1

2 |B1|，则对于任意 v → H1(B1)，存在常数 C(n) 使得：ˆ
B1

v2 ≤ C(n)

ˆ
B1

|∇v|2

证明：反证法 (Proof by Contradiction). 假设结论不成立。则对于每一个整数 m，
都存在一个函数序列 {vm} → H1(B1)，满足：

1. 集合条件：|{x → B1 : vm(x) = 0}| ≥ 1
2 |B1|；

2. 归一化条件：
´
B1

v2m = 1；

3. 矛盾假设：
´
B1

|∇vm|2 → 0 （当 m → ∞ 时）。

第一步：弱收敛与强收敛由于
´
v2m = 1 且

´
|∇vm|2 → 0，序列 {vm}在 H1(B1)中

是有界的。根据 Rellich-Kondrachov 紧嵌入定理，存在子列（仍记为 {vm}）使得：

• vm → v0 在 L2(B1) 中强收敛；

• vm ⇀ v0 在 H1(B1) 中弱收敛。

第二步：极限函数的性质由于
´
|∇vm|2 → 0，根据梯度的下半连续性：ˆ

B1

|∇v0|2 ≤ lim inf
m→∞

ˆ
B1

|∇vm|2 = 0

这意味着 ∇v0 = 0 几乎处处成立，因此 **v0 必为一个常数 **。
再由 L2 强收敛性： ˆ

B1

v20 = lim
m→∞

ˆ
B1

v2m = 1

由此可见，v0 是一个 ** 非零常数 **（|v0| = |B1|−1/2 -= 0）。
第三步：导出矛盾考察 vm 的零值集。令 Am = {x → B1 : vm = 0}。根据假设

|Am| ≥ 1
2 |B1|。然而，由于 vm → v0 在 L2 中强收敛，意味着 vm 也在测度意义下收敛

于 v0。因为 v0 是非零常数，我们可以得出：

0 = lim
m→∞

ˆ
B1

|vm − v0|2 ≥ lim
m→∞

ˆ
Am

|0− v0|2 = |v0|2 · lim
m→∞

|Am|

由于 |v0| > 0 且 lim |Am| ≥ 1
2 |B1| > 0，上述不等式左侧为 0，右侧大于 0。

这产生了一个 ** 矛盾 (A contradiction!)**。因此，原命题成立。

综合以上引理，我们得到了 De Giorgi-Nash 定理的证明。
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极小曲面的内梯度估计

第九讲：极小曲面先验内梯度估计

9 主要定理
定理 9.1 (内梯度估计). 设 B1 → Rn 为单位球，u ∈ C3(B1) ∩ C0(B1) 是极小曲面方程

div
(

Du√
1 + |Du|2

)
= 0 在B1 (1)

的解，记
v(x) :=

√
1 + |Du(x)|2.

则对任意 x0 ∈ B 1
2
，存在常数 C 使得

v(x0) ≤ C
(
n, sup

B1

|u|
)
.

注记 9.1. 本节内容参考 [GT,Chapter 16]. 此定理 n = 2是 R.Finn（’54）证明的，n > 2

是 Bombieri-De Giorgi-Miranda（’69）证明的。

注记 9.2. 一个简单的应用是一列有上下界的极小曲面方程的解，存在子列收敛到一个
光滑的极小曲面。

证明. 步骤 0. 记号.
不妨设 x0 = 0，因此下文只在 B1 := B1(0) 上讨论。记

ui := ∂iu, uij := ∂iju, Du = (u1, . . . , un).

超曲面可表示为图 X = (x, u(x)) ∈ Rn × R。它的诱导度量为

gij = Xi ·Xj = δij + uiuj.

体积元为
v =

√
det g =

√
1 + |Du|2.

度量的逆为
gij = δij −

uiuj

v2
.

1



极小曲面的内梯度估计

我们之后要研究的（下调和）量为

w := log v.

极小曲面方程也可以写成非散度形式：

gij(Du) uij = 0, gij(p) = δij −
pipj

1 + |p|2 , (2)

注意 gij 对称、半正定，且光滑依赖于 p。

步骤 1. 推导 w 所满足的方程，并得到基本不等式 gijwij − gijwiwj ≥ 0.
计算 w 的一阶、二阶导数：

w = log
√

1 + |Du|2, wi =
1

v2

∑

m

umumi,

wij =
1

v2

∑

m

umiumj +
1

v2

∑

m

umumij −
2

v4

(∑

m

umumi

)(∑

!

u!u!j

)
.

将 wij 代入 gijwij − gijwiwj：

gijwij − gijwiwj =
1

v2
gij
∑

m

umiumj +
1

v2
gij
∑

m

umumij −
3

v4
gij
(∑

m

umumi

)(∑

!

u!u!j

)

=: I1 + I2 + I3.

分别处理 I2, I1, I3. 对 (2) 关于 xk 求导得

∂k(g
ij(Du)) uij + gij(Du) uijk = 0.

由链式法则：

∂kg
ij(Du) =

∑

!

∂gij

∂p!
(Du) u!k =:

∑

!

gijp!(Du) u!k,

于是 ∑

!

gijp!(Du) u!k uij + gij(Du) uijk = 0. (3)

由于 gij(p) = δij − pipj
1 + |p|2，可得

gijp!(p) = −δi!pj + δj!pi
1 + |p|2 +

2pipjp!
(1 + |p|2)2 .

代入(3)，并乘以 uk 对 k 求和，得到

∑

k

ukg
ijuijk =

2
∑

i(
∑

j ujuij)2

v2
−

2(
∑

i,j ujuiuij)2

v4
. (4)

把 (4) 代入 I2 得

I2 =
1

v2

∑

m

umg
ijumij =

2
∑

i(
∑

j ujuij)2

v4
−

2(
∑

i,j uiujuij)2

v6
.
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注意

I1 =
1

v2
gijumiumj =

∑
i,j u

2
ij

v2
−
∑

i(
∑

j uiuij)2

v4
,

I3 = − 3

v4
gij
(∑

m

umumi

)(∑

!

u!u!j

)
= −

3
∑

i(
∑

j ujuji)2

v4
+

3(
∑

i,j uiujuij)2

v6
.

将上述合并得

gijwij−gijwiwj =

∑
i,j u

2
ij

v2
−
2
∑

i(
∑

j ujuij)2

v4
+
(
∑

i,j uiujuij)2

v6
=

∑
i,j,k,! g

k!gijukiu!j

v2
≥ 0.

注记 9.3. 由于 (3) 蕴含 gijΓk
ij = 0，上式可以写成更几何的形式

(gw ≥ |∇gw|2.

步骤 2：平均值不等式的推导
设 x0 = 0 且 u(0) = 0（可通过平移实现）。在曲面 Σ 上定义“弦距离”平方函数：

r2(x) := |x|2 + |u(x)|2.

定义曲面上的“球”在 x-空间中的投影为

Br = {x ∈ B1 | r(x) < r}.

在极小曲面图 Σ = {(x, u(x))}上，我们需要为次调和函数 w 建立如下的平均值不等式：

d

dr

(
r−n

ˆ
Br

w(x)dΣ
)
=

d

dr

(
r−n

ˆ
Br

w(x)v(x)dx
)
≥ 0.

令 χ 为一个非负、非减的 C1 函数，支集包含在 (0,∞) 中。定义

Ψ(r(x)) =

ˆ ∞

r(x)

tχ(ρ− t)dt, 其中0 < ρ < 1.

首先有
2rri = 2xi + 2uiu,

2rirj + 2rrij = 2δij + 2uiju+ 2uiuj.

然后

• 一阶导数：Ψi = Ψ′ri = −rχ(ρ− r)ri；

• 二阶导数：

Ψij = −χrirj + rχ′rirj − χ(gij + uiju− rirj) = rχ′(ρ− r)rirj − χgij − χuiju.

3



极小曲面的内梯度估计

计算在曲面上的 Laplace 算子：

gijΨij = rχ′|∇gr|2 − nχ+ χugijuij.

由极小曲面方程 gijuij = 0，上式简化为

gijΨij = rχ′|∇gr|2 − nχ.

代入 gij 的表达式：

|∇gr|2 = gijrirj =
gij(xi + uiu)(xj + uju)

r2
=

|x|2 + u2

r2
− 1

r2

(u
v
+

∑
i uixi

v

)2
≤ 1.

从而有
gijΨij ≤ rχ′ − nχ.

乘以 w 并在曲面上积分得
ˆ
B1

wgijΨijvdx ≤
ˆ
B1

w(rχ′ − nχ)vdx. (5)

另一方面，对右端项分部积分并利用 gijwij ≥ 0：
ˆ
B1

wgijΨijvdx =

ˆ
B1

(wgijv)jΨidx.

由 (3) 和极小曲面方程 (2) 知
∑

j(g
ijv)j = 0，再分部积分可得

ˆ
B1

wgijΨijvdx =

ˆ
B1

wjg
ijvΨidx =

ˆ
B1

wjig
ijvΨdx ≥ 0. (6)

结合 (5) 和 (6) 得到

0 ≤
ˆ
B1

wrχ′v − nχwvdx ≤
ˆ
B1

wρχ′v − nχwvdx = ρn+1 d

dρ

(ˆ
B1

wχ(ρ− r)

ρn
vdx
)
.

因此对 δ ≤ R 有 ˆ
B1

wχ(δ − r)

δn
vdx ≤

ˆ
B1

wχ(R− r)

Rn
vdx.

令 χ 逼近特征函数 χ(0,+∞)，得
ˆ
Bδ

wv

δn
dx ≤

ˆ
BR

wv

Rn
dx.

最后令 δ → 0，得
w(0) ≤ C(n)

ˆ
B 1

4

wvdx ≤ C(n)

ˆ
B 1

4

wvdx.

步骤 3：面积估计

4



极小曲面的内梯度估计

本步骤的目标是证明在局部球 B 1
2
上，面积元 v =

√
1 + |Du|2 的积分有界，且该

界仅依赖于 n 和 sup |u|： ˆ
B 1

2
(0)

v dx ≤ C(n, sup |u|).

利用恒等式 v = 1+|Du|2
v ，将积分展开：

ˆ
v dx =

ˆ
1

v
dx+

ˆ |Du|2

v
dx.

由于 v ≥ 1，第一项
´
B 1

2

1
v dx 显然由区域的体积（即 C(n)）控制。

选取截断函数 η ∈ C∞
0 (B1)，满足 0 ≤ η ≤ 1 且在 B 1

2
上 η ≡ 1。考虑第二项的加权

积分，并利用分部积分：
ˆ
B 1

2

|Du|2

v
dx ≤

ˆ
B1

η
|Du|2

v
dx =

ˆ
B1

∑

i

ηui

(ui

v

)
dx.

对上式关于 ui 分部积分（将导数从 ui 转移到其他项）：ˆ
B1

∑

i

ηui

(ui

v

)
dx = −

ˆ
B1

u
∑

i

∂

∂xi

(
η
ui

v

)
dx.

展开右侧的导数项：
∑

i

∂

∂xi

(
η
ui

v

)
=
∑

i

∂η

∂xi

ui

v
+
∑

i

η
∂

∂xi

(ui

v

)
.

由极小曲面方程的散度形式：

div
(
Du

v

)
=
∑

i

∂

∂xi

(ui

v

)
= 0,

因此上式中的第二项消失，化简为
ˆ
B1

η
|Du|2

v
dx = −

ˆ
B1

u
∑

i

(ui

v

) ∂η

∂xi
dx.

利用模长不等式 |Du
v | = |Du|√

1+|Du|2
< 1，可得

ˆ
B1

η
|Du|2

v
dx ≤

ˆ
B1

|u| ·
∣∣∣∣
Du

v

∣∣∣∣ · |∇η| dx

≤ sup
B1

|u| ·
ˆ
B1

|∇η| dx

≤ C · sup |u|.

结合以上不等式，我们得到 ˆ
B 1

2

v dx ≤ C (1 + sup |u|) .

5



极小曲面的内梯度估计

该估计表明极小曲面的面积可以由其边界高度（通过最大值原理延伸到内部的 u）来控
制。

步骤 4：约化到面积估计
步骤 2 的平均值不等式将点态估计转化为积分估计，本步骤将进一步把

´
B 1

4

wvdx

约化为面积
ˆ
B 1

2

vdx，从而利用步骤 3 的面积估计完成证明。

目标是证明以下估计：ˆ
B 1

4
(0)

w(x)v(x) dx ≤ C(n, sup
B1

|u|).

选取截断函数 η ∈ C∞
0 (B 1

2
)，满足

0 ≤ η ≤ 1, η ≡ 1 在B1/4 上, |∇η| ≤ C.

在 B 1
2
内考虑积分。
利用恒等式 v = 1+|Du|2

v = 1
v +

|Du|2
v ，将积分拆分为ˆ

B 1
4

wv dx ≤
ˆ
B 1

2

ηwv dx =

ˆ
B 1

2

η
w

v
dx+

ˆ
B 1

2

ηw
|Du|2

v
dx.

由于 v =
√

1 + |Du|2 ≥ 1 且 w = ln v，项 w
v 是有界的，因此第一项ˆ

B 1
2

η
w

v
dx ≤ C.

关键在于处理第二项
´
ηw |Du|2

v dx。注意到 |Du|2
v = Du ·

(
Du
v

)
：

ˆ
B 1

2

ηw

(
Du · Du

v

)
dx =

ˆ
B 1

2

(ηwDu) · Du

v
dx.

利用分部积分，并结合极小曲面方程 div
(
Du
v

)
= 0：

ˆ
B 1

2

(ηwui)
ui

v
dx = −

ˆ
B 1

2

u div
(
ηw

Du

v

)
dx.

展开散度项：

div
(
ηw

Du

v

)
= w

Du

v
·∇η + η

Du

v
·∇w + ηw div

(
Du

v

)
.

由于最后一项为零，我们得到
ˆ
B 1

2

ηw
|Du|2

v
dx = −

ˆ
B 1

2

uw
Du

v
·∇η dx−

ˆ
B 1

2

uη
Du

v
·∇w dx.

利用 |Du
v | ≤ 1：

6



极小曲面的内梯度估计

1. 第一项：
∣∣´ uwDu

v ·∇η
∣∣ ≤ sup |u|

´
|∇η|w dx ≤ C

´
v dx（因为 w ≤ Cv）。

2. 第二项：利用 Hölder 不等式处理包含 ∇w 的项：
∣∣∣∣∣∣

ˆ
B 1

2

uη
Du

v
·∇w

∣∣∣∣∣∣
≤ sup |u|

ˆ
B 1

2

η|∇w|dx

≤ C

ˆ
B 1

2

η
√

gijwiwjvdx

≤
( ˆ

B 1
2

η2gijwiwjvdx
) 1

2
( ˆ

B 1
2

vdx
) 1

2
.

结合步骤 3 的面积估计得到
ˆ
B 1

2

ηw
|Du|2

v
dx ≤ C

( ˆ
B 1

2

η2gijwiwjvdx
) 1

2
.

因此我们只需估计积分 II :=
´
B 1

2

η2gijwiwjvdx。

利用步骤 1 得到的不等式 gijwij ≥ gijwiwj，有

II ≤
ˆ
B 1

2

η2gijwijvdx.

然后分部积分并利用 Young 不等式：

II ≤ −
ˆ
B 1

2

2ηηjg
ijwivdx

≤ 1

2

ˆ
B 1

2

η2gijwiwjvdx+ 2

ˆ
B 1

2

gijηiηjvdx.

将上式第一项移到左边得

II ≤ 4

ˆ
B 1

2

gijηiηjvdx ≤ C

ˆ
B 1

2

vdx.

最后，由步骤 3 的面积估计得到 II ≤ C，从而定理得证。
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极小曲面的 Bernstein 定理

第十讲：极小曲面的 Bernstein 定理

9.1 定理陈述与历史背景
定理 9.1 (Bernstein, 1917). 设 Σ = (x, u(x)) → R2+1 是整体定义的极小图 (minimal
graph)，即 u 满足极小曲面方程

div
)

∇u√
1 + |∇u|2

)
= 0 在R2 上.

u 必为线性函数，从而 Σ 是一个平面。

高维推广与历史线索：

• Bernstein (1917): 证明了 n = 2 的情形。

• Fleming (1962): 给出 n = 2 的新证明，指出若 R3 中不存在非平面的面积最小
锥，则定理成立。

• De Giorgi (1965): 证明若 Rn 中无非平凡的最小锥，则 Rn+1 中的 Bernstein 定
理成立，由此得到 n = 3。

• Almgren (1966): 证明 R4 中不存在非平面最小锥，定理推广至 n = 4。

• Simons (1968): 证明 R7 中不存在非平面最小锥，从而成立至 n = 7；同时他在
R8 中发现了局部稳定锥（Simons 锥）。

• Bombieri, De Giorgi, Giusti (1969): 证明 Simons 锥是全局面积最小的，并由
此构造了 n ≥ 8 时的非线性极小图。

综上，Bernstein 定理的最终形式为：

定理 9.2. 若 div
( ∇u√

1+|∇u|2

)
= 0 在 Rn 上整体成立，且 2 ≤ n ≤ 7，则 u 是线性的。

注记 9.1. 本笔记给出的证明源自 Schoen–Simon–Yau (Acta Math., 1975)，他们
利用 Moser 迭代证明了 2 ≤ n ≤ 5 的情形。对于 n = 6, 7 的情形需要更精细的几何测
度论或稳定性分析。

1



极小曲面的 Bernstein 定理

9.2 预备知识
设 Σ = {(x, u(x)) : x ∈ Rn} 是 Rn+1 中的极小图。引进以下记号：

• 诱导度量 gij = δij + uiuj，逆度量 gij = δij − uiuj

v2 ，其中 v =
√

1 + |∇u|2。

• 第二基本形式 hij =
uij

v
，其模平方

|A|2 = gikgj!hijhk! =
1

v2
gk!gijukiu!j.

• 极小曲面方程等价于平均曲率消失：gijhij = 0。

• 定义辅助函数 w = log v = 1
2 log(1 + |∇u|2)。通过直接计算（或由极小图的结构）

可得重要的恒等式
∆gw − |∇gw|2 = |A|2, (1)

其中 ∆g 和 ∇g 是曲面上的 Laplace 算子和梯度。

另一个关键工具是 Simons 不等式（证明概要见第 9.10 节）：

引理 9.1 (Simons 不等式). 对 Rn+1 中的 n 维极小超曲面，成立
1

2
∆Σ|A|2 ≥

(
1 +

2

n

)
|∇Σ|A||2 − |A|4, (2)

这里 ∆Σ 与 ∇Σ 表示曲面上的 Laplace 与梯度。

9.3 Schoen–Simon–Yau 的证明 (n ≤ 5)
目标是证明 |A| ≡ 0，从而第二基本形式为零，曲面为平面。

9.4 截断函数与体积增长
令 BR → Rn+1 为以原点为中心、半径为 R 的欧氏球，定义

ΣR = Σ ∩BR.

由于 Σ 是极小图，其面积满足体积增长估计：存在常数 C(n) > 0 使得

|ΣR| ≤ C(n)Rn.

选取截断函数 ε ∈ C∞
0 (BR)，满足 0 ≤ ε ≤ 1，且在 BR/2 上 ε ≡ 1，并且 |∇ε| ≤ C/R。

为方便起见，我们会在积分中令测试函数为 ε 的幂次。

9.5 首次尝试的失败
如果直接对 (1) 乘以 ϕ2（ϕ 为紧支光滑函数）并积分，可得ˆ

ΣR

ϕ2|A|2 = −
ˆ
ΣR

2ϕ∇ϕ ·∇w −
ˆ
ΣR

ϕ2|∇w|2 ≤
ˆ
ΣR

|∇ϕ|2.

取标准的截断函数，右边量级约为 |ΣR|/R2 ∼ Rn−2，当 R → ∞ 时发散，无法得到任
何衰减。这提示我们需要更高阶的迭代。

2



极小曲面的 Bernstein 定理

9.6 引入参数 q 的主要估计
转而考虑对 |A|q+2 进行估计。在 (1) 两边乘以 ϕ|A|q（ϕ 待定）并在 ΣR 上分部积分：ˆ

ΣR

ϕ|A|q+2 =

ˆ
ϕ|A|q∆gw −

ˆ
ϕ|A|q|∇gw|2

= −
ˆ

|A|q∇ϕ ·∇w − q

ˆ
ϕ|A|q−1∇|A| ·∇w −

ˆ
ϕ|A|q|∇w|2. (3)

对前两项应用 Young 不等式（用常数 a, b > 0 待定）：

−
ˆ

|A|q∇ϕ ·∇w ≤ a

ˆ
ϕ|A|q|∇w|2 + 1

4a

ˆ |A|q

ϕ
|∇ϕ|2, (4)

−q

ˆ
ϕ|A|q−1∇|A| ·∇w ≤ b

ˆ
ϕ|A|q|∇w|2 + q2

4b

ˆ
ϕ|A|q−2|∇|A||2. (5)

将 (4)–(5) 代入 (3)，并令

I :=
1

4a

ˆ |A|q

ϕ
|∇ϕ|2, II :=

q2

4b

ˆ
ϕ|A|q−2|∇|A||2,

得到 ˆ
ΣR

ϕ|A|q+2 ≤ (a+ b− 1)

ˆ
ϕ|A|q|∇w|2 + I + II. (6)

如果我们选取 a+ b ≤ 1，则右边第一项非正，可丢弃，从而
ˆ
ΣR

ϕ|A|q+2 ≤ I + II. (7)

9.7 估计 I 与 II

项 I 的处理

由 Hölder 不等式，

I =
1

4a

ˆ |A|q

ϕ
|∇ϕ|2 ≤ 1

4a

( ˆ
ϕ|A|q+2

) q
q+2
( ˆ |∇ϕ|q+2

ϕq+1

) 2
q+2

.

再利用 Young 不等式（引进小参数 ε > 0）得

I ≤ ε

ˆ
ϕ|A|q+2 +

C1

εq/2

ˆ |∇ϕ|q+2

ϕq+1
,

其中 C1 仅依赖于 a, q。
为消去分母中的 ϕ，取 ϕ = εp 并选择 p = q + 2，直接计算有

|∇ϕ|q+2

ϕq+1
= (q + 2)q+2|∇ε|q+2.

因此，
I ≤ ε

ˆ
εq+2|A|q+2 + C2(ε, q)

ˆ
|∇ε|q+2. (8)

3
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项 II 的处理（利用 Simons 不等式）

由引理 9.1，将不等式乘以 1
1+2/nϕ|A|

q−2 得
ˆ

ϕ|A|q−2|∇|A||2 ≤ 1

1 + 2/n

ˆ
ϕ|A|q+2 +

1

2(1 + 2/n)

ˆ
ϕ|A|q−2∆Σ|A|2.

对最后一项分部积分：ˆ
ϕ|A|q−2∆Σ|A|2 = −

ˆ
∇(ϕ|A|q−2) ·∇|A|2

= −2

ˆ
|A|q−1∇ϕ ·∇|A|− 2(q − 2)

ˆ
ϕ|A|q−2|∇|A||2.

于是

II ≤ q2

4b(1 + 2/n)

ˆ
ϕ|A|q+2− q2

4b(1 + 2/n)

ˆ
|A|q−1∇ϕ·∇|A|− q2(q − 2)

4b(1 + 2/n)

ˆ
ϕ|A|q−2|∇|A||2.

再次对交叉项应用 Young 不等式（常数 δ > 0）：

−
ˆ

|A|q−1∇ϕ ·∇|A| ≤ δ(1 +
2

n
)

ˆ
ϕ|A|q−2|∇|A||2 + 1

4δ(1 + 2
n)

ˆ |A|q

ϕ
|∇ϕ|2.

将此项估计带入，并注意到 II = q2

4b

´
ϕ|A|q−2|∇|A||2，整理后可得

(
1 +

q − 2

1 + 2/n
− δ
)
II ≤ 1

4δ(1 + 2/n)2
q2

4b

ˆ |Aq

ϕ
|∇ϕ|2 + 1

1 + 2/n

q2

4b

ˆ
ϕ|A|q+2. (9)

这里为保证系数为正，需假设

1 +
q − 2

1 + 2/n
− δ > 0. (10)

9.8 合成迭代不等式
将 II 的估计 (9) 代入 (7)，并将所有含

´
ϕ|A|q+2 的项移至左边，得到

c1

ˆ
ϕ|A|q+2 ≤ c2I,

其中

c1 := 1− q2

4b(1 + 2/n)
(
1 + q−2

1+2/n − δ
) ,

c2 := 1 +
4aq2

16b(1 + 2/n)2δ(1 + q−2
1+2/n − δ)

.

再利用 I 的估计 (8)（取 ϕ = εq+2），可得

c1

ˆ
ΣR

εq+2|A|q+2 ≤ εc2

ˆ
ΣR

εq+2|A|q+2 + C

ˆ
ΣR

|∇ε|q+2.

即
(c1 − εc2)

ˆ
ΣR

εq+2|A|q+2 ≤ C

ˆ
ΣR

|∇ε|q+2. (11)
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9.9 参数选取与极限过程
选取测试函数 ε 使得 |∇ε| ≤ C/R，结合面积增长 |ΣR| ≤ CRn，右端被

C

ˆ
ΣR

|∇ε|q+2 ≤ C ′Rn−q−2

控制。
因此，若我们能选取参数使得 c1 − εc2 > 0 且 n < q + 2，则当 R → ∞ 时便有ˆ

ΣR/2

|A|q+2 ≤
ˆ
ΣR

εq+2|A|q+2 −→ 0,

从而 |A| ≡ 0。
现在验证存在满足要求的参数。取 a = δ，b = 1− δ，ε = δ2，并令 δ → 0+。条件

(10) 在 δ 很小时自然成立。此时

c1 → 1− q2

4(1 + 2/n)
(
1 + q−2

1+2/n

) ,

c2 保持有界。故只要

1− q2

4(1 + 2/n+ q − 2)
> 0,

即
q2 < 4

(
q +

2

n
− 1
)
,

通过求解二次不等式得到

2− 2

√
2

n
< q < 2 + 2

√
2

n
.

同时还需满足 n− 2 < q（来自 n < q + 2）。因此存在 q 当且仅当

n− 2 < 2 + 2

√
2

n
.

直接验证：n = 2, 3, 4, 5 时不等式成立；n = 6 时 4 < 2 + 2/
√
3 ≈ 3.15 不成立。于是整

个过程适用于 2 ≤ n ≤ 5。
综上，对 2 ≤ n ≤ 5 的整体极小图，|A| ≡ 0，曲面必为平面。 !

9.10 几何引理与补充
这里简要给出引理 9.1的推导思路。对于极小图 Σ = (x, u(x))，由极小曲面方程 gijhij =

0 求导可得 gijhij,k = 0 以及二阶导数的关系。结合 Ricci 恒等式

hij,kl − hij,lk =
∑

m

(hmjRiklm + himRjklm)

（其中 R 为曲率张量），并在图上具体计算，最终可整理出
1

2
∆Σ|A|2 = |∇ΣA|2 − |A|4.

再利用 Kato 不等式 |∇ΣA|2 ≥ (1 + 2
n)|∇

Σ|A||2，即得所需的不等式。
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